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摘 要

本文从横观各向同性体弹性力学位移形式的基本方程出发
,

考虑板面承受横向荷载
,

建 立 了

横观各向同性板弯曲的弹性理论
.

并由此建立了一个在板的每边能满足三个边界条件的弹性改进

理论和一种新的厚板理论
.

文中求得了周边简支多边形板的弹性改进理论解
,

数值结果与三 维 弹

性理论精确解的结果非常接近
。

新的厚板理论和以往的中厚板理论的系统比较表明
,

我们 提 出的

厚板理论最靠近弹性理论的结果
.

一
、

引 言

为了修正经典的薄板理论
,

人们建立了各种考虑剪切变形的中厚板理论
.

这些实用理论

的解不满足三维弹性理论的全部方程
,

当板的厚跨 比较大时
,

与三维弹性理论解比较
,

中厚

板理论存在一定的误差
.

所以人们一方面寻找更高阶的理论
,

另一方面致力于用三维弹性理

论分析板 的弯曲间题
.

研究各种中厚板理论与三维弹性理论之间的联系和差别
,

是一件既有

理论意义又有实际价值 的工作
.

本文采用算子符号法
〔‘“ “’,

直接从横观各向同性体三维弹性理论基本方程出发
,

导出 了

三维弹性理论 的形式解
.

利用恰当解
〔‘’的构造方法

,

建立了横观各向同性板弯曲的 弹 性 理

论
.

这个理论考虑 了板面所受的横向荷载
,

包含三个基本方程和一个特解方程
.

对于横向刚

性材料
,

由这个理论能导出板弯曲的经典理论
.

文中证明了第三个基本 方程的解不产生横向

剪力
.

考虑到第三个基本解的这个特性
,

并以满足板每边的三个边界条件为前提
,

建立了一

个弹性改进理论
.

对于周边简支多边形板的弯曲问题
,

我们利用各向同性板经典解的已知结

果
,

直接求得了横观各向同性板弹性改进理论的解
.

由于弹性改进理论的解满足三维弹性理

论的全部方程
,

所以我们得到的数值结果与三维弹性理论精确解的数值结果非常接近
.

考虑

到板的尺寸特征
,

对特解方程进行量级分析和简化
,

我们在弹性改进理论的基础上建立了一

个新的厚板理论
.

这个理论考虑 了横向剪切变形
、

横向正应力以及横向正应变的澎响
.

文中

将常见的中厚板理论进行了解的结构分解
,

以我们提出的理论为尺度
,

进行了系统的比较
,

.
汤任基推荐

.
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能定量地指出各种中厚板理论与新理论之间的差别
.

新理论的退化理论能包含所比较的中厚

板理论
.

比较清楚地揭示了中厚板理论与弹性理论之间的联系和差别
。

二
、

三维弹性理论的形式解

横观各向同性体弹性理论的应力应变关系为
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三
、

板弯曲的弹性理论

考虑等厚度平板
,

材料的各向同性面与板的中面平行
,

如图 1 所示取定坐标系O二夕: ,

使O二夕平面 与板的中面重合
.

考虑板的弯曲问题
,

则上
、
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G 为各向同性面内的剪切模量
,

G ‘ , E ‘,

川分别为横向剪切模量
、

杨氏模量
、

泊松比
.

上面我们写出了三个基本解和一个特解的有关力学量的表达式
,

这些表达式构成板弯曲

的弹性理论
。

在横观各向同性材料中
,

令 E 产

。 oo
,

G ‘

、oo 就得到一种横向刚性材料
.

将本节理论 应

用于这种材料的板弯曲问题
,

我们可 以证明剪切方程和第三个基本方程的解为零
,

并求得横

向刚性材料板弯曲的弹性理论解为
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。
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横观各向同性板的弹性改进理论和厚板理论

首先我们将建立一个在板的每边能规定三个边界条件的弹性改进理论
.

在以上推导的板

弯曲的弹性理论中
,
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再加上特解方程 (3
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13 d) 就构成了板弯曲的弹性改进理论 的基本方

程
.

它的解满足弹性理论的全部方程
,

只是所满 足的三个边界条件是 以应力的合力
、

中面位

移
、

平均转角来描述的
。

在弹性改进理论的基础上
,

考虑到板的尺寸特征
,

可以对特解方程进行简化
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,
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这个理论就与弹性改进理论一致
,

完全满足弹性理论 的全部方程
。

下面我用弹性改进理论求解周边简支多边形板的弯曲问题(图2)
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图 2 图 3

则在刃
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利用 (4
.

17 )
、

(4
.

18 )
、

(4
.

19 )的已知经典理论解
,

就得到了这个问题的横观各向同性解
·

为

了与已知结果 比较
,

我们计算了各向同性方形板的数值结果
.

将板的最大挠度和最大应力分

量列于表1
.

比较结果表明
,

我们的解与三维弹性理论精确解〔5〕
、

【6〕的结果非常接近
.

五
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对中厚板理论的讨论

为了着重讨论各种中厚板理论之间的差别
,
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妇 为均布荷载
.
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值见表 2
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将本文提出时各向同性厚板理论按与 R e is s
ne

r 理论川相同的形式沿
z 方向进行加权平

均
,

就得到了退化理论 1
.

我们发现 R ei s s
ne

r 理论 与退化理论 I关于挠度解W 的系数完全

表 2 各种中厚板理论的 k l ,

寿2
,

眺值

本文厚板理论 退化理论 I R e isso er
理论 l 退化理论 I M主。dlin 理论
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二⋯
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一

写
一
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横观各向同性板的弹性理论和弹性改进理论及一种新的厚板理论

相同 ;
而对剪切解劝

,

前者的系数是 1
,

后者的系数是 10 /护
,

略有差异
.

所 以 R ei s s n e r 理

论与退化理论 I基本相同
.

除R e iss n e r
理论外

,

还有H e , l ek y 理论
〔‘’、 M in d lin 理论

〔。’和 P a n c
理论

〔‘。〕、 B 二 a 。o B
理

论
〔’‘, 、

修正的 H e o ek y 理论
〔’。’、

修正的 R e is s n e r
理论

〔‘名了.

它们的共同特点是 忽 略
“: ,

a :

的影响
,

但在考虑横向剪切变形的影响时有不同的假设
.

在本文提出的厚 板 理论 中
,

令

E
‘

、 co
,

G
产
= G

,

即有

k
,
二 1 ,

k
:
= 0

就得到了退化理论 I
,

它退化到了各向同性的情况
,

考虑了横向剪切变形的影响
,

但未计及

。: , a
:

的影响
.

退化理论 I 为这一大类中厚板理论提供了数学上的依据
.

对于 P a
nc 等一类

理论
,

其系数与退化理论 I 相比较
,

解的第一部分完全相同
,

只是在解的第二部分中存 在 1

与10 /砂的差别
.

非常有趣
,

M in dl in 理论与退化理论 I 相比
,

正好相反
,

解的第二部 分 系

数相同
,

解的第一部分
,

对应系数存在10 /护与1的差别
.

H e
nc k y 理论与退化理论 I 相 比

,

其对应系数的差别将比上面提到的理论大一些
.

总之
,

退化理论 亚包含这一大类 中 厚 板 理

论
。

当横向荷载为均布时
,

本文提出的厚板理论解满足弹性理论的全部方程
,

只是边界条件

是以应力的合力
、

中面位移
、

平均转角来描述的
。

所 以它作为 比较的尺度是合理 的
.

从表 2

可以看出
,

R e is s
ne

r 理论是比较好的中厚板理论
,

其次是 P a
nc 等一类 理 论

、

M in dl in 理

论
,

再次是 H e
nc k y 理论

.

当 q为一般函数时
,

厚板理论 与弹性理论相比
,

差别在于对荷载

有关的特解项作了量级简化
.

考虑到板的尺寸特征
,

厚板理论的解在满足全部弹性力学基本

方程方面
,

这种简化所带来的误差很小
,

所以本文提出的厚板理论最靠近弹性理论
.

另外应

指出的是对一般荷载
,

当厚跨比较大时
,

要精确的分析应力情况
,

关于中面的正对称变形将

不能忽略
.
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Abstr aCt

A th e o r y o f e la st ie ity fo r th e b e n d in g o f t r a n sv e r s e ly is o t r o p ie p la t e s h a s b e e n

d e v e lo p e d f r o tn th e b a s ie e q u a tio n s o f e la s tie itv in t e r m s o f d is p la e e fn e n t s fo r t r a n s
-

v e r s e lv is o t r o p ie b o d ie s ,
w h ie h t a k e s in to a e e o u n t th e lo a d s d ist r ib u t e d o v e r th e

s住r fa e e s o f th e p la t e s
.

B a s e d o n this th e o r y
, a r e fin e d th e o r y o f p la t e s w h ie li e a n

s a t isfy th r e e b o u n d a r y e o n d itio n s a lo n g e a e h e d g e o f t h e p la t e s a n d a n e w th e o r y o f

thie k p la t e s a r e e s t a b lis h e d
.

T h e s o lu t io n o f th e r e fi n e d t h e o r y fo r s im p ly s u p
-

p o r t e d p o ly g o n a l p la t e s h a s b e e n o b t a in e d ; a n d it s n u m e r ie a l r e su lt 15 v e r y e lo s e t o

th e e x a e t 5 0 1让t io n o f th e th r e e 一 d im e n sio n a l th e o r y o f e la s t ie it y
.

A s y s te m a t ie e o m
-

p a r iso n w ith th e fo r m e r th e o r ie s o f th ick p la t e s s h o w s th a t th e p r e s e n t th e o r y o f

thie k p la t e s 15 e lo s e st to th e r e s u lt o f th e th e o r y o f e la s tie ity
.


