
应用数学和力学
,

第 9 卷第 3 期 ( 19 8 8年 3 月 ) 应用数学和力学编委会编
A PP lie d M a th e m a t ie s a n d M

e e h a n ie s

二二二几丁三 二二 一丁 _ _ _

_
二~

二
_ 止二 _ 二 _ _ 二止 二二 二止止泣二几

,

一

重 庆 出 版 社 出 版

有限变形的极限分析定理

薛 大 为

(北京工业学院
,

1 9 8 6年 4 月 1 6 日收到)

摘 要

本文建立了有限变形的极限分析的变分原理 (定理 l)
,

证明了它与有限变形的极限分析 的 全

套方程和条件等价
.

本文又证明了
:

根据此变分原理求得的有限变形的极限载荷 乘 子
,

介于有限

变形的极限分析的上限定理和下限定理以 二
所分别给出的上限解和下限解之间

.

一
、

引 言

自从著 名的上限定理和下限定理建立 以来
,

作为很有实用价值的一个固体力学分支的极

限分析法取得了甚大的进展
.

K oi te r 〔““在 1 9 6 0年 曾作过一个很好的总 结
.

M ur a 一
L e e 【a ’,

钱

令希和钟万腮
〔4 ’、 王仁

、

黄文彬
、

曲圣年
、

赵祖武
、

梅占馨
、

王长兴 〔5 ’

均曾作过研究
.

1 9 6 4

年
,

笔者曾投稿建议过有关极限分析的定理
,

这些定理后来被发表在文【6 」中
。

小变形的极限分析理论 虽然有了甚大进展
,

但有些问题
,

例如受均布外压的圆柱壳
,

由

小变形理论给出的极限载荷并不使结构的承载能力竭尽
.

为了了解几何变形对结构承载能力

的影响以及了解结构在达到小变形意义下的极限载荷以后灼情况
,

有必要对有限变形下的极

限分析法进行研究
.

继建立有限变形的虚速率原理及有限变形的极限分析的上限定理及下限定理
〔‘’
之后

,

本

文建立了有限变形的极限分析 的变分原理
,

证明了它 与有限变形下的极限分析的全套方程和

条件等价
.

本文并证明了
,

根据此变分原理求得的极限载荷乘子
,

介于相应的由有限变形的

上限定理和下限定理所分别给出的上限解和下限解之间
.
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,1, ,

二
、

固体力学中的极限分析定理

一受外载作用的刚理想塑性体
,

当其处于极限状态时
,

应满足下述方程和条件
:

全部体积内的平冬方程
:
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其中
, a ‘j

为应力张量
; 公‘j为应变率张量

; u ‘
为位移分量

; 叭为速率分量
; 犷为物体的体积 ;

S为犷的表面
; n ‘

为外法线方向余弦
; ( )

, ,
代表 人 )/ 口二

,
且 二 ,

为 L ag ra ng
e 坐标

; 氏,
为

K ro ne
c k e r 记号 ; 犷‘

为基准外载 ; ,
为载荷乘子

,

因而
v犷

‘

为表面外载而
,
为极限分析的待求

量 ;
f( a ‘, )为a ‘, 的凸函数

; a 圣对非均质材料可逐点改变 ; 足标P 及 r
分别代表塑性及刚性 ;

厂 = 犷
,
+ 厂

,
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定理 1 结构抵达极限状态时
,

载荷乘子
v
为下式的驻值

:
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其中
, 户‘, 由(2
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3) 式与u ‘及应‘相联系 ; 二, , 和泣
‘

互相无关
,

同时独立变分但应使。‘声
‘, > O ;

j( a ‘
户

的最大值处于塑性区内
.

证明 为了叙述清晰起见
,

暂不计入刚塑性分界面上和塑性区内可能存在的不连续面上

的平衡
、

连续诸条件
,

这是因为根据文「7〕及「8〕
,

当这些情况要计入时
,

只需增加 相应的项

即可
.

同时我们注意到
,

除有任意变分占a
, j和由

‘
外

,

位移的变分 曲
‘

将认为等于零
,

这是因

为我们研究的问题也可 以理解为当结构受到小变形的极限载荷以后发生了流动
,

研究此已知

几何改变对极限承载能力的影响
.
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因而可得在厂
,

内f = a 手
,

由此可知在犷
,

内f簇 a 圣
.

将f一 a 圣再代入 (2
.

sd )
,

即得流动定律
〔? ’.

将f= a 手代入(2
.

8h )及 (2
.

81 )式得恒等式
,

再将f= 时代入 (2
.

8 b) 及(2
.

89 )式
,

注意到 (2
.

3)

式已经利用过以 及上述已得各结果
,

我们即可得下述结论
:

定理 1 与极限分析的全套方程和

条件等价
.

上述证明可以无困难地推广到具有多个塑性区和刚性区的情形
。

上述变分原理的实用意义之一在于赋予了对函数 a ‘, 和坛‘更多的选取自由
.

这些函数选取

得越是合理
,

越可能获得更精确的解
.

因此只要可能
,

我们应使 伪,
满足下限定理

,

同时也

使应
‘

满足上限定理
.

如果a ‘, 和 反‘是这样选取的
,

就有下述

定理 2 如果选应力a 犷, 满足下限定理的要求
,

选速率 创 满足上限定理 的要求
,

则由定

理 1 所给出的极限载荷将介于由上限定理和下限定理所分别给出的相应值之间
.
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当将同样的a 兮, 及衅代入上限定理和下限定理
,

可得

·上一

{
F a :

, ‘:
, “环

/ {
: 。 r

‘“,“S

二一

!
: 。曹

咧
犷

八
。

,
‘”,dS

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

其中
, a : , 由云: , 根据流动定律和 屈服条件确定

.

因为
〔5 ’

J : , 公了, 》
3 a 圣一f

关

Z J 圣
a 节j左: , (2

.

12 )

以及 口乳衅 , > 0 ,

我们 可得
v下( v

(
v上 (2

.

1 3 )

[ 1 1

[ 6 〕

[ 7 〕

[ 8 〕

参 考 文 献

H s u e h
,

D
.

W
. ,

T h e p r in e ip le o f v ir t u a l v e lo e ity a n d th e b o u n d th e o r e m s o n th e

lim it a n a ly sis o f fin it e d e fo r m a t io n ,

P r o c e e d ‘n g s O f 才h e I n才e rn a t‘o ”a l C o nj
e re ”e e o n

N o ” If”e a r M e e 人a ”公。s ,

S c ie n e e P r e s s ,

Sh a n g h a i (1 9 8 5 )
.

K o it e r ,

W
. ,

G e n e r a l th e o r e m s fo r e la s t i。一 p la s tie s o lid s ,

Pr
o 夕r e : s 亡” 5 0 1‘d M

e e h a ”宕e s

(E d
.

b y S n e d d o n a n d H ill)
,

N o r th 一 H o lla n d
,

1 (1 9 6 0 )
.

M u r a ,

T
.

a n d 5
.

L
.

L e e ,

A p p lie a tio n o f v a r ia tio n a l p r in e ip le o f lim it a n a lys is
,

Q o a r才
.

A p p l
.

M
a才h

. ,

2 1
,

3 (1 9 6 5 )
.

钱令希
、

钟万腮
,

论固体力学中的极限分析并建议一个一般变分原理
,

力学学报
,

6
,
4 (19 6 3 )

.

王仁
、

黄文彬
、

曲圣年
、

赵祖武
、

梅占馨
、

王长兴
,

对
“

论固体力学中的极限分析并建议 一 个

一般变分原理
”

的讨论
,

力学学报 8
,

1 (19 6 5 )
.

薛大为
,

建议一组关于极限分析的定理
,

科学通报
,

20
,

4 (19 7 5 )
.

p ra g e r ,

W
.

a n d p
.

G
.

H o d g e ,

T h e O川 o f p erf e e才l, p la“‘c 5 0 1‘d s ,

Jo h n W ile了 &

S o n s (10 5 1)
.

解伯民
,

弹塑性混合体的变分原理及其应用
,

力学学报
,

1
,
3 (19 5 7 )

.

,lJ.sell
几.lJl .曰n乙nJ4

�廿
一
1
11胜L工IJ工.L

T he o r e m s o n the Lim it A n a lysis o f Fin it e D e fo rm a tio n

H s u e h D a h一w e i

(B ‘j伽夕 I n s才it“te 01 T e c h”o lo g u
,

B e ‘j‘n g )

Abs tr a c t

A g e n e r a li z e d v a r i a ti o n a l p r i n e i p le
( th e o r e m l ) w h i e h i s e q u iv a le n t m a th e m a t ie a lly

to t h e w h o le s e t o f e qu a t i o n s a n d e o n d i t io n s a n d m u s t b e sa t is fi e d b y t h e li m i t a n a ly
-

5 15 o f fi n i t e d e fo r m a t i o n 15 p r o Po s e d i n t hi s Pa p e r .

I t 15 a ls o Pr o v e d th a t t h e lim i t

lo a d d e d u e e d f r o m t h e o r e m 1 w ill I i e b e t w e e n t h e lo w e r a n d u p p e r b o u n d s 9 1丫 e n b y

th e b o 吐 n d t h e o r e m s o f f i n i t e d e fo r m 泣 t io n .


