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摘 要

本文是作者义章〔月的继坎
.

得出了概率度量空间的集合的各种概率有界性的表征
.

借助于这

些结 果及 【1」中所得结果
,

讨论了概率线性赋范空间中的线性算子理论及概率度量空间映 象的不

动点定理
.

本文是作者文章〔l j的继续
.

在本文中我们得出了概率度量空间中集合的各种概率有界

性的表征
.

借助于这里及 在文章「1 」中所得出的结论
,

讨论 了概率线性赋范空间中的线性算

子理论及慨率度量空间中映象的不动点定理
.

本文所用的符号
、

定义均见〔1 〕
.

一
、

概率度量空间中集合有界性的表征

定义 1 没(百
,

夕 )是一 PM
一

空间
,

左是 E 中的子集
.

( 1 ) A 称为概率一致有界集
,

如果存在 M > 0
,

使得 F
二 , , (M )= 1 (V “

,

夕〔A ) ;

( 2 ) A 称为概率半有界集
,

如果

o < s u p in f F
: , , (t)< 1 ;

要》 o 二 , , 叹一 d

( 3 ) A 称为概率有界集
,

如果

甲
in f F

: , , (t)== 1 ;

x , 犷 七 A

( 4 ) A 称为概率无界集
,

如果

s u p in f F
: , , (t)= 0

.

￡> 0 劣 , 犷〔通

若 E 本身是概率一致有界 (半有界
、

有界
、

无界) 集
,

界
、

有界
、

无界) 的空间
.

引理 1
.

1 设 (E
,

歹 )是一 FM
一

空 间
,

A 互 E
, a〔(0

,

1 〕
,

in f笼才夕 0 : in fF
: , ,

(t))
·

1一 a }= s u p in f{t》0 :

‘ 气黔 通 x, ,
、

A ‘

则称 E 是概率一致 有界 (半有

则

F
: , ,

(t )> 1 一 a } (1
.

1 )
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证 设 ‘。创‘》。
: 二

{贾
, F一“, > ‘一“ }

,

于是有

才。〔{才) 0 :
F

: , , (才)> 1 一 a } (V % ,

, 〔A )
.

因而有

in f{*) 0
:

in f F
: , , (t)> 1一a }) in f{t> 0 :

F
二 , , (t)> 1一 a }

‘ 苦 , , 〔 A ‘

(V 戈
,

g 〔A )

故得
in f{t> 0 : i可 F

二 , , (矛)> 1 一 a })
书 二 , 犷 仁乃

S U P
公 , , 任 A

in f{t》o :
F

二 , , (t)> 1一 a }
弓

(1
.

2 )

反之
,

令

刀
。
= s u p in f{t> o :

F
: , , (t)> 1一 a }

.

苦 , 犷任A *

故对任意的 x
,

, 〔通 有

刀
。
> in f{t》0

:
F

二 , , (t )) 1 一 a }
口

于是有

刀
。

> i-n f{t> o
: i卫毛F

· , , (t)) 1一 a }
. 二

,’ ‘ d

(1 3 )

结合 (1
.

2 )
,

(1
.

3 )得证 (1
.

1 )
。

定理 1
.

2 设 (E
,

夕 )是一 PM
一

空间
,

A g E
。

则

( i) A 是概率一致有界的
,

当而且仅当存在 M > o
,

使得对一切 a以 o
,

l〕
,

一致 地有

s u p d
。

(工
,

v)< M (1
.

4 )
二 * , 〔通

其中
‘

、口刀

一勺
.

门l了、d
。

(劣
,

v)== in f{t> 0 :
F

: , , (t )> 1 一 a }

ii ) A 是概率有界的
,

当而且仅当对每一硬 (0
,

1] 存在正数 M == M (a )
,

使得
s u p d

。

(劣
,

g )< M (a )
苦 , , 任 A

(i ii) A 是概率半有界的
,

当而且仅当存在 a0 C O
,

1 )
,

s u P d
。

(戈
,

g ) = OO ;

二 ,即C 月

(1
.

6 )

使得当 a 〔(0
,
a 。

)时

而当 a〔(a
。,

1 )时
,

存在 M = M (a )> o ,

使得
s u p d

。

(x
,

v )< M (a )
.

劣 , 犷〔A

(i劝 A 是概率无界的
,

当而且仅当对任一 a创 O
,

1〕有
s u p d

。

(x
,

y)= 00
.

苦 , ; 〔A

证 ( i) 设 A 是概率一致有界的
,

故存在 M > 0 使得 F 。 , (M ) == 1 (丫二
,

y〔A )
,

因

而对一切 a 〔(0
,

1〕有

F
二 , , (M )> I一 a (V %

,

, 〔A )
.

从而

in f{t> o :
F

: , , (t)> 1一 a }簇M (丫二 ,

夕〔A )

于是对 a〔(0
,

1 〕一致地有
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s u p d
。

(义
,

夕)( M
.

苦 , , 乏 A

反之
,

若(1
.

4) 对一切 a创 0
,

1〕一 致地成立
.

于是由引理 1
.

1
. ,

有
s u p d

。

(x
,

夕)= in f {t》 o : in f F
: , , (t)> 1一 a }< M (丫a〔(o

,

1」)
.

二 , , 任 A ‘ 公 , , 任 A

故有

in f F
: , , (M )> 1 一 a

,

忿 , 夕〔」

(丫a 〔(0
,

l」)

让 “”。
,

“p
气法凡

“M’一 ‘
·

结论“ ’得证
·

(i i) 设 A 是概率有界的
,

故对每一 a创 0
,

1] 存在 M (a )> 0
,

使得
二

怂
F一‘M ‘“” > ‘一“

·

引用引理 1
.

1 和上式即得
s u p d

a

(%
,

, ) = s u p in f{t》O :
F

, , , (矛)> 1 一 a }
二 , , 〔 A , , , 〔 A ‘

反之
,

因而对一切

= in f{才》0 : in f F
: , ,

(t)> 1一 a }< M (a )
‘ 二 , , 仁 A

设对每一 a 〔(O
,

1 〕
,

存在 M (a )> O ,

使得
s u p in f{t) o :

F
: , ,

(t )> 1 一 a }< M (a )
.

含 , 岁〔 A 多

x
,

夕〔月
,

F
二 , ,

(M (a ))> 1一 a
,

从而有

in f F
二 , , (M (a ) )》 1 一 a

.

劣 , , 〔 A

故
s u p in f F

; , ,

(t)= 1
.

‘> o 公 , 犷C通

结论 (i i) 得证
.

( iii ) 设 A 是概率半有界的
,

即

0 < s u p in f F
: , ,

(t)< 1
.

t ) D ￡ , , 任 A

取

a o
= 1一 s u P

名) 0

in f F
: , , (t)

.

工 , 梦A 赶

故 a 。
〔(0

,

1 )
.

当 a 〔(O
,
a 。

)时有

因而对一切 t> O

1 一 a 。
二 s u p in f F

: , ,
(t)< 1 一 a

.

t> o x , 沙〔 A

in f F
: , ;

(t )< 1 一 a
.

‘ , 夕 C 月

于是由引理 1
.

1
,

有
s u p in f遥t》 o :

F
二 , ,

(t)> ]一 a }
二 r . 泛A ‘

= in f{t》 o : in f F
二 , ,

(t )> 1 一 a }~ “
.

‘ 公 , , ‘A
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又当
a〔(a 。

,

1 )时
,

则

1 一 a 。
“ s u P in f F

. , ,
(t)> 1 一 a

.

刃 , 梦赶A

故存在 M (a) > 0
,

使得

in f F
, , ,

(M (a ))> 1 一 a
.

x , 梦屯 A

于是由引理 1
.

1,

s u p in f{t》o :
F

: , ,
(t )> z 一 a }

x , 即〔A ‘

= in f{t> o : in f F
, , ,

(t)> 1 一 a }< M (a )
.

‘ x , 犷‘ A

反之
,

设存在 a 。
〔(0

,

1 )
,

使得当 a〔(O
,

a 。
)时有

s u p in f{i》0 :
F

, , ,

(t)> i 一 a }= 、
,

气 , ℃ A t

因而对一切 M > 0

‘?‘{‘》 0 : 二

:少
,
F一 (‘’> ‘一 “卜一

二

{怨
‘母‘{‘》 0 :

F一“’> ‘一 a }> M
·

从而有

in f F
二 , ;

(M )簇 1一 a
.

x , , 之 A

由于 M > 0 的任意性
,

故
s u p in f F

二 , ,
(t)簇 ]一 a

.

乙) o x , 梦 A

于上式让 a 、a 。 ,

即得

S U P j
‘’: , ,

(t)( 1 一 a 。

(1
.

7 )

又当 a〔(a 。 ,

l) 时
,

由假定存在 M (a )> 0
,

使得
s u p in f{t乒 o :

F
: , ,

(t)> 1 一 a 于< M (a )
.

刃 , 梦之 A ‘

由引理 1
.

1 ,

得

i早f F
二 , ,

(M (a ))> 1 一 a .

公 , , 〔通

于是有
s u p in f F

: , ,
(t)> 1 一 a

.

‘) o 劣 , 鱿 气 A

于上式让 a o a 。 ,

即得
s u p in f 户

’ 二 , ,

(t)) 1 一 a 。

‘) o x , , 七 A

结合( 1
.

7) 和 (1
.

8 )即得

o< s u p in f 卢
’ : , ,

(t)= 1一 a 。

< 1
.

t奋 o x , , A

结论(ii i) 得证
.

( iv ) 设 A 是概率无界 一均
,

即

0 = s u p in f F
: , ,

(t)
.

‘) 0 劣 , 万 A

(1
.

8 )
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故对一切 矛> 0 , in f F , , :

(t)二 0
,

于是对一切 a 〔(O
,

1〕
刃 , 夕嗽 A

in f{t) 0 : in f F
二 , ,

(t)> 1 一 a }=
t x s , 电A

S U P
二 , 梦 七 A

in f{t》 0 :
F

二 , ;
(t )> 1 一 a }

“ s u p d
。

(义
,

夕) = 二
.

二 , 夕 A

反之
,

设对一切 a创 O
,

1 3有
s

uP d
。

(二
,

妇 = 。
.

故
刃 , 夕

‘一

月

s u p in f{t) o :

F
二 , ,

(t)> 1 一 a }一 in f{t》o : in f F
: , , (t)> 1一 a }= 。

.

二 , 李七 A ‘ 名 x , , 任滩

于是对任意的 M > O
,

对
a
创 0

,

1〕一致地有

in f F
: , ,

(M )( 1 一 a
.

二一岁C通

让 a 、 1
,

即得

in f F
二 , ,

(M ) = o
二 , 梦〔 A

(丫刀 > o )
.

因而
s u p in f F

二 , ;

(t)== 0
.

t > 0 劣 , 犷〔 A

定理证毕
。

定理 1
.

3 设 (E
,

梦 ) 是
一

PM
一

空间
,

A 里E
.

则 A 是慨 率 有界 集
,

当 而且仅当存在

G 〔勿
,

G (o)= o ,

使得

F
二 , ;

(t)》G (t) (V % ,

, 〔刁
,

t》o ) (1
.

9 )

证 设 A 是概率有界集
,

即

赞习
S

黑
in f

x , y ( A

F
, , ;

(s )= 5 tt p in f F
: , ,

(t)= 1
.

x , , 任A

令 G (t)= s u p in f F
: , ,

(s )
.

8 <‘ 劣 , , 〔A

易知 G (勿
,

G (0 )一。
,

且

G (t)( 三n f F
: , ;

(t )( F
: , ;

(t) (V %
,

, 〔A
, t》o)

二 , 沙〔A

反之
,

设存在 G 〔勿
,

G (0 )= o
,

使得 (1
.

9) 成立
,

于是

in f F
: , ,

(t)) G (t)
.

劣 一梦吐A

故有
s u p in f F

: , , (t )》 s u p G (t)= 1
.

‘) 0 公 , , ‘ A ‘> o

上式表明 A 是概率有界的
,

定理证毕
.

注 1
.

定理 1
.

3 的结论在假定 (百
,

萝)是 Men g o f PN 一
空间的 条件下最先在 R a d u }“〕

中证明
.

二
、

概率线性赋范空问中的线性算子

在本节中我们讨论 PN
一

空间中的线性算子理论
.

我们先给出如下的定义
.
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定义 2 设 (E
,

夕 )是一 PN
一

空间
,

T 是 E , E 的线性映象
.

T 称为强 有界的
,

如果存

在 M > o
,

使得

f
, :

(t)》f二
,

(t) (V 二〔E
,

t> o ) (2
.

1 )

其中 f
, = 夕 (妇 (夕〔E )

.

T 称为有界的
,

如果 T 映 E 中的概率有界集为概率有界集
.

为了叙述方便
,

我们先追述〔1 〕中的某些已知的事实
.

在【1 」的定理 4
.

1中我们曾 指 出
,

当(E
,

歹 )是一 PN
一

空 间
,

且 歹 取 值 于 勿
。

时
,

则

(E
,

歹
, .

}
·

l)是一线性赋范空间
,

其中l
·

l由下式定义
:

}{x !卜 in f{t》0 :

f(二) = 1 } (二〔E ) (2
.

2 )
乡

因此 (E
,

歹
,

卜II) 中的序列{ 、
。

}称为按范数卜 l收 敛 于 二〔E
,

如 果 对任 给 的 。> 0 ,

存 在

N = N (。)
,

当 n》N 时有

}}二
”
一 x j!= in f{t> 0 :

f
二 :
一 x

(t)= 1 }< 。
.

召

且IJ当 n》N (。)时
,

有f
二 ,
一 二

(。)二 1
.

映象 T : E

兹
称为按范数 1

.

1连续
,

如果 二。

土骂
二 时

,

就有 IT 二
。
一 T 二 l、0

.

又当(E
,

歹 )是一 PN
一

空间
,

而 歹 满足条件 (PN
一

5) 时
:

(PN
一
5 ) 对任意的 二

,

夕〔E 和任意
{、勺t l

> o
,

tZ

> o
,

几> o
,

当 f
二

(t
:
)> i 一 之

,

f
,
(t

:

)> 1一 之

时
,

就有介
十 ,

(t
;
十 tZ )> 1 一几

.

则 (E
,

夕 )是具有分离点的半范数族 {P
。 : a〔(o

,

l」} 的局部凸

空间
,

其中

P
a

(二) = in f{t) 0 :

f
二

(才)> 1一 a } (二〔E
,
a〔(0

,

1」) (2
.

3 )
右

而且 E 中的邻域系

{U (x ; a , ,
a Z ,

⋯
,
a 。 , 。)

: 二〔E
, 。> o

,
a ‘,

a : ,

⋯
,
a

二

〔(o
,

1 〕
, n
为自然数 }与E 中的另一邻域

系

笼N
二

(。
, a )

: %〔E
, 。> 0 , a 〔(o

,

1〕}
,

其中 U (介 a , ,

气
,

一 , a , ,

约和 N
二

(。
,

a) 分别定义为
:

U (x ; a , ,

⋯
,
a 。 , 。) = {夕〔E

:

Pa
:

(% 一 v )< : , a ‘〔(o
,

1」
,

i= i
,

2
,

⋯
, : }

,

N
,

(。
,

a )二 {夕〔E
:

j
‘一 ,

(。)> 1 一 a }
,

所导出的拓朴是一致的
,

记此拓朴为 了
.

此时序列 {x ,

}c E 称为了
一

收敛 于 二〔E
,

如果 对

任给的
: > o

,
a〔(o

,

1」
,

存在 N
。
二N

。
(e

,
a )

,

当 n 》N
。

时就有

f
x ,
一 x

(: )> 1 一 a
,

即 P
。

(二
。
一二)< 。 (2

.

4 )

_ 二 ~ ~ 。 ~ _
, 、 ,

_
、

一
卜 J

_
.

_ _ 、
.

_ 、
_

_ _ ‘

_
_

犷 _

映象 T
:
E o E 称为犷

一

连续的
,

如果对任意的序列 {x
,

}仁百
,

当 介‘立
今 , 〔E 时

,

就有

_ 了 _

T % 二 一二冲 T x
。

引理 2
.

1 设 (E
,

夕 )是一 PN
一

空间
,

其中 歹 取 值于 勿
。 ,

设 l
·

l是 E 上 由 (2
.

2) 式定

义的范数
,

A 互 E
.

则 A 是概率一致有界的
,

当而且仅当存在 M > 0 ,

使得 su 川刘 < M
.

X 牡 A

证 由定理 1
.

2
,

若 A 是概率一致有界
,

必存在 M
/

> O
,

使得对一切 a〔(0
,

1 〕一致地有

M
l,
一 之咒 ljx 一外< M

‘

(2. 5)

共中
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!}二 !}
。

二 in f{t》 0 :

f
:

(t)> 1 一 a }
.

口

于是对一切 ,
,

, 〔A 和一切 a 〔(o
,

1〕有

}戈一 , }
。

( M
“

.

于上式让 a o o
,

并注意〔1」的定理 4
.

1
,

即得
s u p {}叉一y !}成M

“
.

￡ , 妙〔通
(2

.

6 )

设 y 。

是 且

反之
,

中任一给定的元
,

由(乞
.

6 )即得

二瞥罗}
“ {{( 奖鸳]{

“ 一“
。

}! + }Jy
。

}}成M
护
+ !!y

。

}}< M
‘
+ {Jy

。

!}垒M
.

若存在 M > 仇 使得 嘿旦!!
‘ !!< M

,

于是由川的定理 4.1
,

有

s u p }l戈一夕}I
。

( s u p }!x 一夕,1< ZM
.

J 一梦任滩 二 , , 〔A

即 A 是概率一致有界的
.

证毕
。

引理 2
.

2 设 (E
,

歹 )是 PN
一

空间
,

其中歹 满足条 件 (PN
一

5)
.

设笼P
。 ,

a〔(0
,

1〕} 是 E 上

由 (2
.

3 )定义的半范数族
.

月二 刀
.

则 A 是概率有界的充分必要条件是对 每 一 a创 。
,

1 〕
,

存

在 M 二M (a) > O,

使得

s u p 九 (劣 )< M (a ) (2
.

7 )

定理 2
.

3 设 (E
,

萝 )是一PN
一

空间
,

歹 取值于勿
。 ,

l
·

强有界线性算子
,

则

( i ) 存在 M> o ,

使得 }}T 二 {}( M
·

}}x }{ (丫二〔E ) ;

(i i) T 按范数 }
·

l连续
;

(i ii ) T 映 E 中的概率一致有界集为概率一致有界集
.

证 设T
:

E 、E 是强有界的线性算子
,

即存在 M > O
,

f
: 二 (t)) f ,

:

(t) (V 二〔E ; 才> o )
.

于是有

l】T 劣 }1二 in f笼t》 0 :

f
, :

(t)二 1 }镇in f{t) 0 :

‘ t

l由(2
.

2 )式定义
.

设T
:

E o E 是

使得

f
, :

(公)二 1卜

故结论 ( i) 成立
.

另(i

下证 ( i )今 ( 111 )
。

s u p l劣 {{< M
‘,

于是由 (
口( 通

二M
·

{}% 11 (V %〔E )

)和 ( ii )是等价的

事实上
,

设 A 是概率一 致有 界 集
,

由 引 理 2
.

1 ,

存在 M
,

> o 使得

i )有

s u p J』T 劣j】( M
·

s u P }% l< M
·

M
产

.

故 T A 是概率一 致有界集
.

(
iii) 今“ ,

·

取 “一

毓
!}

,

‘“
,

特。

}则
“ 是 “ 中的概率一致 有 界 集

·

由假定 TA

是概率一致有界集
,

故存在 M > 0
,

使得

以祥
。
)

_

}

翻
,

即 l丁 / l

铆
·

lIx11
,

“‘“
, ‘斗”,

·
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显然上面后一式当 x 一 O 时亦成立
.

定理证毕
.

定理 2
.

4 设 (E
,

少 )是 一 PN
一

空间
,

其中 夕 满足条件 (PN
一

5)
,

{Pa
: a 〔(0

,

1 ]} 是 E 上

由(2
.

3 )定义的半范数族
,

而 了 是由笼少
。 , a
创。

,

1持导出的拓朴
,

T 是 E * E 的线性映象
.

则

T 是 了
一

连续的
,

当而且仅 当 T 映 E 中的概率有界集为概率有界集
.

证 必要性
.

设 T
:

E 、 E 是 了
一

连续的
,

但存在某一概率有 界 集 A g E
,

使 得 T (月)

不是概率有界的
,

故由引理 2
.

2
,

存在某一 丙〔(0
,

1〕
,

使得

“ = s u p P
。。
(T x )= s u p in f{ t》 o :

f
: ,

(t. )> 1 一 a 。

}
.

故对任意的正整数
。” 1

,

2
,

⋯
,

存在 肠〔月
,

使得

Pa
。

(T % 。

)> n ,

in f{t) 0 :

f了
,

x ,

(t)> 1 一 a 。

}> n
.

故有

f :
l

x 。

(。 )= fr (
二 ,

/
。
) (1 )镇 1一 a 。

(2
.

7 )
产

_
、 , 、 . _ _

.
_ .

_
.

了
_

囚傀“
,
于二进

,

故1% 。
}是概率有界的

,
.

且
.

几 /n

一
口 (n。叻 )

,

于是有

1im f丁(二
, ,

/
。 ) ( 1 )二 l

这 与(2
.

7)
尸

相矛盾
,

必要性得证
.

_ 了

充分 性
。

设不然
,

存在序列 仕
。

}〔万
,

% , -
一刁

,

少

但 T 二
,

丫) 0
.

于是存在某一a0 〔(O
,

1〕
,

和一子列 {二
,场 } c {% 。

}
,

使得

f丁
、 n 。

(“
。
)( 卜

a 。
(寿二 :

,

2
,

⋯ (2
.

8 )

因 二。。

兰
。

,

故{二
n 、

}为
一

概率有界集
.

由假定{孤
、

提一概率有界集
.

故姻
理 2

.

2
,

对 。。

存在 M (a
。
)> 0

,

使得
s u p 夕

。, 。
(T 戈 n 、)< M (a 。

)
.

因而有
、

s u p P a 。(T x 。* )= su p in f{t) 0
:

希 飞 I 殆夕 I t

= in f{ t》0 : in f f
抢) 1

fT x , , (t)> 1 一 a 。

}

T x n ‘ (t )> 1一 a 。

}< M (a 。)
.

故

;
n

{f
T ! 。。(对‘a

。
))> ‘一 a 。

(2
.

9 )

上式与(2
.

8) 相矛盾
.

因而得知 T 为 了
一

连续的
.

定理证毕
.

定理 2
.

5 设 (E
,

萝 )是一PN
一

空间
,

夕 满足条件 (PN
一

5)
.

设 T 是 E 、 E 的强有界的线

性算子
。

则 T 是有界线性算子
。

证 因 T
:

E 、 E 是强有界线性算子
,

即存在 M > o
,

使得

f
, .

(t)》f , ,

(t) (V 劣〔E
, t) 0 )



概率度量空间的基本理论及应用 (I )

干是有

in f{t> o :

f
, ,

(r )> i 一 a }( in f{t> o :

f,
二

(t)> 1一 a } (a〔(o
,

l j)
心 心

邓 户
。

(7
’

乃 ( 夕
。

(M力 ~ M 户
。

(劝 (丫%〔厂
,

a 〔(0
,

1 1)

若刀互 E 是概率有界的
,

即对每一 aC 。
,

月
,

存 介M
‘
(a) > 。

,

使得

(2
.

1 0 )

s u P P
。
(沉 )< M

产
(a )

劣 宁 A
(2

.

1 1 )

于是由 (2
.

1 0 )和(2
.

1 1 )即得
s 一zP P

。

(T 劣)( M
·

s u p P
。

(父 )( M
·

M
,
(a )

留 〔A 二 〔A

定理得证
.

注 2
.

定理 2
.

5 表明 T
:

E * E 是强有界线性算子
,

则必是有界线性算子
.

注 3
.

定理 2
.

4 的结论在(E
,

穿 )是 M e n g e r PN 一
空间的情形在仁1。〕中被证明

.

三
、

PM
一

空间中映象的不动点定理

如所周知
,

M e
ng

e r 概率度量空间中映象的不动点定理有不少人讨论过 (见例如〔2 ~ 7〕)
,

但对一般的 PM
一

空间中映象的不劲 汽问题则很少讨沦过
.

作为前面所得结果 的 应 用
,

这里

将对 PM
一

空间中的映象丝 匕几个不动点定理
.

定理 3
.

1 设 (E
,

呀)是 d
一

完侣
一

少 p M
一

空间
,

其中 呀 取值于 勿
。 ,

d 由下式定义

d (灭
,

夕)二 in f{r》O :

F
: , ;

(t)= 1 } (3
.

1 )

设 CB (E )表 E 中一切非空有界 d
一

闭集的族
.

T 是 E o CB (E )的集值映象
.

设存在 几〔(O
,

1 )
,

使得

in f
尹‘ , x , q 厂 , 夕

则 T 在 E 中存在不动点
.

二
, , 叮

(, )) 二
二 , ;

(至) (丫二
,

, 〔二
,

才》。)
\ 怀 /

(3
.

2 )

证 由(3
.

2) 对任意
J

一 } 、
,

夕〔E
,

有

in f{t》 0
: 三n f F

, , 。(t) = 1 }( 壳
·

in f{t》0 :

‘ ,
一

, 毛口 T 梦 ‘

因而由引理 1
.

1
,

F
: , , (t)一 ] }

.

s u p d (p
,

q )= s u p in f{t》 o :
F

, , 。
(t )二 z }

, 〔 T 刃 , 口‘ T 梦 p 一 T 劣 , q ‘T , t

二 in f笼t) o : in f F
。 , ,

(t) = 1 }( 左
·

d (劣
,

夕)
t 尹( T 气 q

厂二

, 夕

设 H 是 CB (E )
_

}: 由度量 d 导出的 H a us d or ff 度量
,

叩

H (A
,

B )= In a x { s u p in f d (a
,

b )
, s u p in f d (a

,

b ) }

(丫义
,

夕〔E )

(V A
,

B 〔CB (E ))

显然

H (T 劣
,

T 夕)戒
s u p d (P

,

叮)

扩 T 气 q 纽 T ,

(V 二
,

夕〔E )

于是有
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H (T 戈
,

T , )( k
·

d (x
,

夕) (V x
,

夕〔E )

故由 N a d ler 〔9 〕
,

或〔2 」的定理 5
.

4
.

3知 T 在 E 中存在不动点
,

定理证毕
.

定理 3
.

2 设 (E
,

夕 )是一 d
一

完备的 PM
一

空间
,

夕 取值 于 勿
。,

其 中 d 由 (3
.

1) 定义
.

设 T
:

E * E 是 d
一

连续映象
.

设对任意 的 二
,

, 〔E
,

集合

O , (x
,

, ; 。
,

、 )= {T
”劣 ,

T
”夕; n 》o }

是概率一致有界的
.

再设存在正整数 m , n
使得对一切的 x

,

梦〔E 有

F , ·二
,

, ·

。 (t)) in f F , , 。(少
一 , (t)) (t》0 ) (3

.

3 )
p

,

q〔O : (“
,

夕 : 0
.

二 )

其中少
一 ’是 少 的反函数

,

而 少
:

〔o
,

。 )、〔o
,

co )是右连续 的
,

严 格 增 的
,

巾(t )< t :

V 戈

(o
,

oo )且 中
“

(t ) , o
,

V 掩R
十 .

则 T 在 E 中存在唯一 不动点气
,

而且对任一 丸〔E
,

迭代序

列 戈
二

= T、
。
d

一

收敛于 ‘
.

证 由条件(3
.

3)
,

对任意的 二
,

g 〔E 有

d (T “ x
,

T
” , )= in f{t> o :

F , 阴 x
,

,
·

y (t)= 1 }
口

成in f{t》0 : in f F
, , 。(少

一 , (t))= z } (由引理 1
.

1 )
P

,

叮(O :
(劣

,

夕 :0
,

加)

= s u p in f{t> o :
F

, , 。(中
一 , (t)) = 1 }

P
.

口( 0 :

(、
,

夕 :0
,

co ) ,

= S U P
P

,

q (O :
(二

,

, ; 0
,

oo )

in f{少 (t)> o :

F
, , 。(t)= z }) (由少的右连续性 )

S 住P
p

,

g (O :

(x
.

夕 : 0
.

00 )

小(in f{ t》 0 :
F , , 。(t)= 1 }) (由 由 的严格增性)

沼

《由 ( s u p in f{t》0 :
F

, , 叮(t)二 1卜)
P

,

q〔O
:

(x
,

夕 : 0
.

00 )

= 巾( s u P d (P
,

g ) )
.

P
,

口(O
;

(x
,

夕 ; 0
,

co )

另由假定的条件
,

对任意的 x
,

夕〔E
,

O
,
(二

,

夕 ; 0
,

oo )是概率一致有界的
,

故由定 理 1
.

2
,

对任意的 二
,

y〔E
,

存在 M (x
,

y) > o
,

使得

S tt P
q(O :

(x
d

a

(P
,

q )< M (%
,

, ) (V a〔(O
,

1〕) (3
.

4 )
g : 0

,

OO )

其中 d
。

由(1
.

5 )式定义
,

因而对一切 p
,

q〔O , (二
,

夕; o
,

。 )有

d
。

(P
,

g )《M (x
,

夕)
.

由 [ l〕的命题 2
.

1知

d (p
,

g ) = 1in d
。

(p
,

q )《M (x
,

, ) (V P
,

q〔O , (义
,

, ; 0
,

。 ))

故由 (3
.

4 )
,

对一切 x
,

, 〔E
,

有
s u p d (p

,

q )( M (戈
,

夕)
.

p
.

q〔O 了
(x

,

夕: D
,

oo )

故定理的结论由〔2」的定理 1
.

8
.

6得知
,

证毕
.

由定理 3
.

2 直接可得下面的推论
。

推论 3
.

3 设 (E
,

夕 )是 d
一

完备的 PM
一

空间
,

其中萝 取值于 勿
。,

d 由 (3
.

1) 式定义
.

设

T
:

E 、 E
一
d

一

连续
.

设存在正整数 m
, 。 和 掩以。

,

1)
,

使得

。
.
、

_ 一 I t 、 二
_ 一

厂 , x
·

, ”

y (t )户厂
二 , ,

气万) (v x
,

y七力
,
才身 0 ) (3

.

5 )
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则 T 在 E 中存在不动点
,

而且当 二= ,
时 T 在 E 中的不动点是唯一的

,

并且对任一为〔E
,

迭代序列 二。

= T ‘ ’ , 。
d

一

收敛于该唯一不动点
。

证 前一结论由定理 3
.

2 可 得
,

另 当 m 二 n
时有

‘:“
‘> 0

:

“

一
, “ , 一‘,“: ‘{

‘》”
:

F
· , ,

(青)
一 1

} (x
,

天E )

因而有

d (T , x
,

T “y)《k
·

d (x
,

y ) (V 二刃〔君)

于是由 B a n a c h压 缩 映 象原 理 知 T ,
在 E 中存 在 唯 一 不 动 点 介

,

且 对 任 一 殉〔万
,

二 :

一 ,
二x0

二、
.

另显然可知 、 是 T 的唯一不动点
.

证毕
.

定理 3
.

4 设 (E
,

夕
,

刁) 是一 d 补
一

完备的 Men g er PM
一

空间
,

m al {a 十b 一1
,

。}
,

V 口 ,

b〔〔o
,

1〕
,

d . 是 E 上由下式定义的度量
:

d 补(男
,

y )二 s u p {t
:

凡
, , (t)‘ 1一 t}

.

其中刁 满足条件刁 (a
,

b) 》

(3
.

6 )

设 对 每一 戈〔丑
,

岛(“
,

0
,

OO ) = {T 、
: ”
》 0} 是 d 一有 界 的

.

设 T
:

E , E 是 d 份
一

连 续 的

映象
,

再设对每一正E
,

存在 正 整数
n (劝

,

使 得 对 任 意 的 “ , 。〔O以二 ; 。
,

oo ) 和 任 意 的

t> d .(
。 ,

的都有

F
: ·《二 )u . : , ‘二 )。 (巾 (t))) 1一巾 (t) (3

.

7 )

其中必 满足定理 3
.

2 中的条件
。

则 T 在 E 中存在不动点
,

而且 对 任 一 介〔石
,

迭 代 序列

{T
. x 。}d

价一

收敛于 T 在 E 中之一不动点
.

证 由【3 1的引理 3
.

1
,

在定理的假设下有

d 井(T
. ‘, )u ,

T
”‘, 夕。)《必(d 井(“

,
口))

,

V u ,
刀〔O , (劣 , 0

,

oo ) (3
.

8 )

因而有
“ , 。

粼
二 ;。

,

, 。“’(r
’ ‘”“ ,

犷
”‘””’一

。 . 。 ({ :
。
:

三咒
.

。
。; ‘’(“

, “
,

《 。u p 巾(d 铃(u
, 刀))

u . u (O :
(x ; 0

,

oo )

《中( s u P d . (“
, ”)) (V %〔E )

u
,
。(O :

(x ; 0
,

OO )

故定理的结论由【2] 的定理 1
.

8
.

2得知
,

证毕
.

注 4
.

利用定理 3
.

4 中所介绍的方法
,

可把通常度量空间中的许多熟知的不动点定理 推广到 M
e

叱er

概率度最空间
。

限于篇幅这里不再一一给出
.
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