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摘 要

川最小余能原理对睁不定梁进行 序强度设 计的解析方法和州们
‘ 一

到有指定的非零最小弯曲 刚 庭

约束和多载荷工作情况的情形
.

并提出了一个求解等强度设计的数值方法
,

因而对有任意 截 面形

式的梁
,

在几个任意分布的载荷情况作用下
,

且考虑最小弯曲刚度约束这一最一般情形得到 了 统

一的等强度设计解法
.

一
、

引 言

最近唐燮黎和叶开沉
‘”提出了用最小佘能原理

2 1
对承受单一载荷情况静不定梁进行等强

度设计的解析方法
,

得到了沿梁轴线有分段连续可微沟弯曲刚度分布 }
_

句等强度梁
.

然而对于

具有强度约束的梁还有
1

些问题在文厂1 」中未能得到考虑
:

1) 由文厂1 〕所举算例表明
,

在缺乏非零最小弯曲刚度灼限制条件时所得的等强度梁会有

零刚度的截面出现
,

相当于在梁中插入 了一 个
“

铰
” ,

它允许
“

铰
’

两边的梁部分有相对转

角
,

这在工程中通常是不希望有的
;

2) 实用上常常需要考虑的是梁承受多种载荷工作情况的情形
;

3) 对工程实践 卜所采用的梁截面形状和复杂受载情形确定等强度设计支座反力 的 积分

方程很难得到闭合形式的积分
.

木文考虑线性弹性梁受多组横向找荷情况作用的弯曲强度设计
,

并假定弯曲应变是主要

的
,

因而与剪力关联的剪应变可 以忽略不计
.

我们将表明文 仁1〕提出的求解等强度设计的原

则思想是可以被推广到包括 r:述讨论的各种倩形
.

对有指定非零最小刚度约束的单一载荷情

况
,

文〔1」的解析方法仍然可以应用
,

但弯矩零点的判断往往比较麻烦
,

因 而 只适川于简单

受载和简单支承条件的情况
.

为此
,

对于包括多栽荷 膺况等的
一

般情形
,

我们建议 了一个普

遍适用的数值方法
,

这将描述如下
.

二
、

公 式 推 导

以互(恋)
,

评 (: )
,

夕(至)分别表示梁在距左端点为 , 处的截面的横截面积
,

截面模量和弯
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曲刚度
; 以 刃

‘

(, )
,

口‘
(勇)表示在 第 i工作情况作用下的截面弯矩和截面上最大应力的绝对

值
; 并设E

,
a ,

为材料的弹性模量和最大容许弯曲正应力
.

考虑具有各种截面形式的梁
,

其

弯曲刚度
,

横截面积和截面模量间的关系可以表为如下形式
:

习= a w 尹 (2
.

1 )

河= 丫W ‘ (2
.

2)

又结构总体积

f 二 } 又d 无 (2
.

3 )
.

尹0

式中a
,

刀
,

下
,

舀为反映截面形状的参量
; l为梁的长

.

显然对于高度 h 固定宽 b 沿 无可变的矩

形截面梁a 二 E h/ 2
,

刀= 1
, 夕= 6 /h

,

己= 1 ; 对于高度 h 沿 厉可变宽 b固定的矩形截面梁
, 。 =

从冲扩
,

刀一碑
,

:
,

一(sb )贵
,

。一 l/z
;
对于半径 p 可变的圆形截面梁

,

一E( 4 / 二 )告
,

刀-

4 / 3
,

, = ( 1 6劝
万 ,

占二 2 / 3
;
对于各种型钢材料也可按照名类型钢表 (例如参见仁3〕的附录 3)

得到相应的 a ,

刀
,

丫和 占值
.

应用最小二
‘

乘法
〔‘’思想

,

对热轧普通工字钢 (G B 7 0 6
一

6 5 ) 求得
a 二 0

.

8 9 5 4 6刀
,

刀二一 4 3 9 8
,

3, 二 2
.

5 1 6 4 7
,

占二 0
.

5 5 5 7 8
.

为形式简洁和便于求解
,

采 用无量纲形式的物理量是适宜的
.

以l
,

尸
, a , ,

Pl
,

Pl / a
, ,

a( Pl / J
,
)声

,

袱Pl / 汀
,
)

d ,

袱尸/ 。
, )

J
护

十 ‘

分 别对 长度
,

力
,

截面弯曲正应力
,

截面弯矩
,

截面

模量
,

弯曲刚度
,

横截面积和结构体积进行无量纲化
,

以不带
“

一
”

的字母表示相应量的无

量纲形式
,

则得无量纲量间的关系为

附 二 IM
‘

}
a ‘

S 二环
尸
声

姓二 环
厂 占

V 一

!
一

)
/

喻

(2
.

4 )

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

结构的总余能为
『’J :

。
‘
一

;
.

腮
’。一、 (2

.

8 )

式中 几一 a 一’叮三尸
2

一
’

叮
“一 夕

,

U
,

为相应于第 i工作情况的无量纲余能
:

U ,一

; {;悠
’dx

(2
.

9 )

确定支座反力的相 容性方程
〔‘,
亦化为光量纲形式

:

黯
由一。

(2
.

10 )叭s
产
性
..
J

一一

一

衅仁黑卜
“一

。

(2
.

1 1 )

0u.一呱aU.
一

禹

不fT (或)

设S m 农
一

I附
。分别为指定的最小弯曲刚度和最小截面模量

,

由式 (2
.

5) 知 sn
‘

二牙票
.

梁在

多载荷情况作用下并考虑有最小刚度约束的等强度设计是要找到沿梁轴线 的这样一种刚度分

布函数S (劝
,

使梁的每一截面或者在某一 载荷情况下达到梁的最大容许应力 a , 或 者取得最

小容许的弯曲刚度5 0 .

根据 (2
.

4) 式
,

对在第 ‘载荷情况下达到容许应力 。, 的截面有砰二

IM
‘
I

,

因此对一个受N个载荷情况作 用的梁
,

等强度设计的弯曲刚度分布应满足
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当 IM
‘
!> !M

,
!

当 }M
,
}< 万

。

(j

(j

二 1
,

2
, “

’

(2
.

12 )
== 1

,

2

,

N )
,

}M
‘
1李碎

.

,

N )

夔

从(2
.

10 )~ (2
.

12 )式出发可以建立等强度设计的数值解法
,

现叙述如下
.

为简明起见
,

以一次静不定梁受两种载荷情况作用为例进行说明
,

相容性方程采用 (2
.

1 1) 形式
,

弯曲刚

度需满足 (2
.

12) 式 (N = 2 )
.

数值方法基于静不定梁的
“

暂时静定化
”

假设
.

其 基 本思想

如下
:
从任意给定的一个刚度分布S ‘” (劝出发由相容性方程

{;聋
,

瓷
一

“一
0

(2
.

1 3 )

六二 0 (2
.

1 4 )呱
一

呱f
‘

M
,

J
。
s e : )

可以求得梁的刚度分布为 S “ ’(劝时的多余反力尸吕l
’和 R 吕犷

.

如所周知
,

若所讨论 的 是 静 定

梁
,

则因支座反力与刚度分布方式无关
,

因而所求得的 斌l
’和 武犷也就是相应于等强度设计

刚度分布 S (幼的支座反力
.

将武{, 和 斌孟
,
代入 (2

.

1 2) 式中 M
‘的 表达式里

,

即可得到所求

的刚度分布S (劝
.

对于静不定梁
,

由于支座反力因刚度分布方式的改变而变动
,

因此武 ;
, 和

斌犷并非是相应于等强度设计 刚度分布S( 劝 的多余反力
,

也就是说将斌 l
’和 武犷代入 (2

.

12 )

式后求得的新刚度分布只是等强度设计刚度分布的一个近似
,

记为 S(
“, (对

,

从 S ‘
2 , (劝 出发

又可重复进行上述步骤
:

从 (2
.

13) 和 (2
.

14) 式得到相应于 S(
忍, (幼的多余反力斌护和 斌犷

,

将

它们代入 (2
.

1 2) 得到等强度设计刚度分布的又一次 近 似 S ‘伙劝
,

如此循环可以得到以下

迭代序列
S (l ) ,

S (2 ) ,

R吕;
’,

R 石圣
,

S (” ) ,

,

R 石夕
’

(i= 1
,

2 )

lio R ;李
, 二 R

O , (i二 1
,

2 ) (2
.

1 5 )

存在则可断定h m s ‘” ’二S亦存在
,

且 R
。‘和S分别为等强度设计的多余支座反力和刚度分布

.

实现上述设计思想的主要一步在于给定 S(
” ’
后由 (2

.

1 3) 和 (2
.

1 4) 式解出 R ;r
, (n =

1
,

2
,

⋯ )
.

应该往意到在求解积分方程组 时
,

S( 川 是 通 过 (2
.

1 2) 式 由 上 一 次 的 迭 代解

武少
‘’
决定了的刚度分布

,

作为不随武护改变的已知函数出现
,

这也正是所谓
“

暂时静定化

假设
”

的含义
.

如果我们将 M
‘写成多余反力R

。‘

的函数形式
,

这 一

步不难完成
.

对梁而言容

易发现M
‘
可以表为形式

M
‘(二)二f

‘(二)R O‘+ 夕‘(二 ) (2
.

1 6 )

= f
‘(二) (2

.

1 7 )0M’
�

aR0.于是

现在可以将( 2
.

1 2 )~ ( 2
.

1 4 )
,

( 2
.

1 6 ) ~ ( 2
.

1 7 )式写成如下迭代形式

}M 资
” 一‘) !夕 当 }M 资

” 一 ‘, 1> !M

}M奋
” 一‘,

!尹 当 }M贷
”一 , , !( 】M

( 。一 1 )

( 一 1 )

,

}M f
” 一 , ’!》牙 .

,

}M奋
“ 一 , ’}》班. ( 2

.

1 8 )

牙
。 当 }M f

“ 一 , ) {( 不。 ,

,M牙
“ 一 ‘, }( 牙。

r叮,、,l几

一一
n

S(

日M 沂
” )

口R o‘
d % = o ( i == 1

,

2 ) ( 2
.

1 9 )

.占0曲宜..欲
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M ;
” , = f

‘
(二) R石梦

, + g ‘

(x ) (￡一z
,

2 ) (2
.

2 0 )

aM 矛
’ )

aR
。‘ (2

.

2 1 )

将 (2
.

2 0 ) 和 (2
.

2 1 ) 代入

二 f
‘

(二 ) (f二 1
,

2 )

(2
.

1 9 ) 式可得

斌梦
’

I
f
‘g ‘

0 5 刃丽, a 芜

六
S ‘

璐 ”
d 戈

(i== 1
,

2 ) (2
.

2 2 )

川数值积分法
‘4 ’
求得上式的解 斌犷

’ 后代入 (2
.

2 0)
,

又利用 (2
.

1 8) 式可以得到等强度设计的

下一个近似弯曲刚度分布 S (” + ‘’.

迭代中也可用多余力改变量的表达式代替 (2
.

22 )式
,

这样

更便于观察收敛进程
,

即令 斌梦
’二 斌黔

‘’ 斗
一

八武黔
‘’
代入 (2

.

2 0) 得

M ;
” , = M ;卜

‘, + f
‘(二) A R 百犷

一 ‘, (2
.

2 3 )

于是有 八斌犷
一 ‘, 二 一 {

,

f
‘

M 沂
’ 一”

S (” )

,
f履

。

S (” )

d 芜

(2
.

2 4 )
d x

在数值求解时可用

!
△R

(2
.

2 5 )
袱叻伽州

代替 (2
.

15 ) 式作为收敛性判据
,

式中
: > o为控制精度

.

此外
,

选取初始刚度分布的一个简

便方法是任意选定多余反力斌黔代入(2
.

2 0 )和 (2
.

1 8 )来得到 S( ”(劝
.

三
、

数 值 例 子

本节中例举三个算例
.

例 1和例2为有非零最小刚度约束梁在单
一

载荷情况作用下的等强

度设计例
,

采用解析和数值两种解法
,

所得结果十分接近
.

例 3 是用数值方法求在二个载荷

情况作用下带有非零最小刚度约束梁的等强度设计
.

在所举各例 中
,

均与按等弯曲刚度设计

所需材料体积进行了比较
,

结果表明采用等强度设计可节省材料达钧肠左右
.

在数值求解时

均取
。= 1 0 ~ ” .

例 1 长 l两端固支承受强度为如勺均布载荷梁
.

取
.

尸= 以
,

进行无量纲化 (参见上节 )
,

泞姚

由对称性知尸
。
= R

,
= 1/ 2

,

且只须考虑O《二( 1/ 2 的半段 (图1 )
.

设梁具有矩形截面形状
,

各截面宽b相同
,

高度 h沿 二方向可变
.

并设梁的最小高度为人
。 ,

由于 S二 E bh3
/ 1 2

,

研二bh丫6
,

这 相当

于指定最小弯曲刚度 S 。二E b欣/ 1 2
,

最小截面模量研
。 = b礁/6

.

为进行具体计算取 l= 1 0 0 0 e m
, q 二 z o o k g /

e m
, ,

b = 2 0。m
,

人。二

10 “m
,

心 = 1 6 0 0k g /c m
2 .

梁 内 无 量纲弯矩分布

图 1

式中M
。是% 二 O处的弯矩

,

M‘“ , 一M
。
+

一

雪
戈一

扮 (3
.

1 )

相容性方程为

广拭
M

。
+

; 二一 ;
x Z

)
d二一 。

(3
.

2 )
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尸

尸一
矢

一
_
一

.

一 活 一
~ 叫甘尼 户

0
。

5成
。

。夕卜廿丫

1) 用解析法求解
.

首先应使 用 (2
.

枪 ) 式求得弯曲刚

度的表达式 (木 例 中 取 N = 1
,

刀一 3 / 2 )
,

为 此 须 求 出 使

}对(幼 !二班
、
点的坐标

.

在这
·

简单情形梁内弯矩有图 2 形

式的分布
.

令 }M (二
‘

)l = 附
。 (艺二 1

,

2) 得到
, .Q�

一一工

1
劣
。

=‘ 2

一

召{
+ 2 ‘M0 +

、
’

一

武
+ 2 ‘M

。
一
、

’
图 2

由上述分析和 ( 2
.

1 2) 式可知半跨长内弯曲刚度可分段表之
:

3

( ;
/ 2
一

;
/ 一 M

。

)
’

S ( 劣 ) = 万
。

O( 劣( % ,

戈‘( 戈( 为 ( 3
.

3 )

一 ;
二 2

)鲁
二

户、 ;+M
Z‘.、

将S (劝的分段表达式代入 ( 3
.

2) 式得到求解M
。

的积分方程

Xd
、.,产2

叉

刁l口曰一

臼杏
+

丁

二一。
。
+ 邵

找体
+

扮
-

d 戈

戈12d一

义工2

匀

办
。
+

;
戈一

;
尹

完成上式中积分得

‘n

!
“ 一“

。
一

侧
一 ‘·

阵
一

守丫户
“

。+ 2

、

+

守
W户)M

。 (凡一幼 +

:
( ·卜

/ , , 一

;
‘· ,一‘,

〕
+ 5 1
一 (、 :思二扬

。

)
一。

用二分法等超越方程求解法肠
’

容易衬到
_

!几述方程 的解对
。
二 一 0

.

]0 、3 3
.

2) 用数值法求解
.

由于数值行
:中积分是迎过数值求积完成

,

因此无须事前判断使弯矩

绝对值等于最小截面模最点川位置
,

这就是数值法区别于解析法能适 用于于
、种复杂受载条件

和多载荷情况的主要原因
.

采 用上节 中对二个载荷情况所描述的同样方法
,

取等刚度梁l}勺固

定端弯矩为迭代的初始弯矩
,

普生两种方法进行数值积分
.

即令 M 0(
。’二 一 ]/ 1 2

.

将半跨长分为5 。等分
,

分另lJ)1 {梯形和辛

表 1

由表 1可见
,

数值解阴结果 与解析解符合很好
.

将所求得的M
。

例 1等强度设计解

方 法 解 析 法 数值法 (柳形求积 ) 数值法 (辛普生求积 )

多佘反力矩万
。

总体积护

迭代次数

一 0
.

1 0 4 3 3 一 0
.

1 0 42 1 一0 10 3 8 7

药 1 0了o e皿 3 4 5 1 1 0 2 : m 3 4 5 10 0 9 e m 3

. 6 , 4 6
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仁代入 (3
.

3 )式中即可得到等强度设计的弯曲刚度分布
.

图3显示了等强度矩形梁的高度沿轴

向的变化
.

容易算得等弯曲刚度梁的总体积 为 7 9 0 5 6 9 c m “,

与之相 比
,

采 用等强度设计可节

省材料约43 肠
.

.

一一一
- - 一 ’

一一

一

一

时- -

一—
一洲

图 3

例 2 长 l一端固定一端自由的外仲梁
.

设外载为作用于自由端的集中力尸/ 2 和作用于距

自由端0
.

61 处的集中力尸
,

并设铰支座距自由端距离为日(“< 0
.

6 )
.

图 4为无量纲化后的梁几

何和受力简图
.

梁截面仍采用等宽b和可变高度 h 的矩形形状
.

同例 l
,

取I二 l0 0 0 c m
,

b = 20

。 :二 ,

htn 二 zo e m , 二,
= 1 6 0 0 k‘/

e m
, ;
取p 二 lo s

k g
·

梁内无量纲弯
铆 卜

距分布

M (戈 )= 一

乙一。
.

。

1
.

。
,

。 戈一 八L义一 O )悦义一 0 2
“

一娜一
U

.

t) ) 悦义一 U
.

b 全
“

石

(3
.

4 )

确定等强度设计多余力R 的方程

M
。 (X 一 a )d 见二 (j
J

(3
.

5 ) 件一
二

图 4

式中S由(2
.

1 2) 给出(刀 = 1
,

刀一 3/ 2 )
.

在甲解析法没计时
,

为得到万(二 )的分段表达式
,

首先

要分析等强度设计的弯矩零点 的可能分布方式
.

从弯矩方程 (3
.

4、 出发可得如下结论
:

1) 若在a ( 二( 0
.

6 区间有弯矩零点 , , ,

则 ,
,
~ a 尺/ (R 一 0

.

5 )
, _

目
‘

必须有R ) 3 / (6 一 loa) ;

2) 若在 0
.

6簇二( 1 区间有弯矩零 点 ,
: ,

则 梦2
= (0

.

6 一 a 尸)/( 1
.

5 一 R )
, _

巨必须 有
a (

0
.

凌
,

3 / (6 一 lo a )( R 蕊9八 0 (1一 a ) :戈a》 0
.

4
,

9 / 1 0 ( 1一 a )( 尸百 3 / (6 一 1 0a )
.

由 巨述讨论
,

弯矩零点的可能分布
一

可列成 表2
.

表2 例2的可能弯矩零点分布

可能有弯矩零点的区间

a ‘劣成0 0
.

6镬 义‘1

a ‘0
.

4

R ) 3了(6一 10 a
)

.

jZ> 3 / (6一 IDa
)

,

刀) 3 / (6一 IDa
)

刀《3 / (6 一 10 。)
,

R 摇9 / 10 (1 一
a
)

R ) 9/ 10 (1 一
。
)

有有
�

有

a > 0
.

4
!

无 尺) 仑/ 10 (1一
a
)

有无
一

有无

本例中取
a = 0

.

3
,

由表2知对应的弯矩零点分布只有二种形式
:

或在
a
(

: 《 0
.

6和 0
.

6《
二

《 1区间内各有一零点
,

或仅在前一区间
。( 二 ( 0

.

6内有零点
,

这二种形式的弯矩分布分别示

于图5和图6
.
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由弯矩公式

X 1

图 5

(3. 4) 容易算得使 IM (二
‘

) }
a R 一砰

, a R + W
。

图

二W
。的点 二‘的位置

:

R ‘认5
,

凡 “ 尸一斌于
戈3

=
0

.

6 一 a R 一班
。

1
_

5 一 R
工心

0
.

6 一 a R + W
.

1
.

5 一 R

相应于图5和图6二种弯矩分布的相容性方程分别为

X - a

(% 一 u )d %

% 一 R (% 一a)

;

二 一
导 产 l

一

1
.

n

“义 十 邵 ”

曰
、 ,

}一 2 义 ”
一

’‘灭“一 “’1上9翻Z�

劣口
r‘J.

一

+

!
戈— a

x2

丫
一

;
二 十“‘“一 “’

% 一 a

由
% + R ( % 一 a ) 一 % + 0

.

6
1上O乙

一
丫丫

为0.6�

!
J

+无J

+ 附
创 }一 王

二十 R(
、一 。 ) 一 二 + 。

_

6 1(
二一 。

)d
二

L 乙
一

」

戈— a

d % 一 0

劣一 R (% 一 a ) + % 一 0
.

6
112/V

l戈.

1
甘

一

不口
X — a d 二 + 、庐} 「 1

.

n
,

! 一
_
义 十式 ( 戈一 a )

L 艺
( 戈一 a ) d %

戈一R (万一 a )
1土2

一

/丫

X口
了.,J

劣一 a 劣— a

劣 + R ( % 一 a )

J二
‘

{{
.

。

了
-

1
.

~

2 % 十扰 ( 戈一 a ) 一 x + U
.

6

d x = O
月.2

一

了�

0.6仰子性l
‘

十

上述两方程积分后得到关于刀 的二 个超越 方程
,

对 。~ 0
.

3 用二分法计算表明此时等强度设计

的弯矩分布只有图 5 形式
.

对同
一 问题将梁 民分为 1 00 等分用数值法也进行 了计算

,

二种方

法的结果见表3
.

表 3 例2等强度设计解

三且主土
_

兰
_

_ _

一三
按等刚度设计的体积为 9 4 1 13 5c ln ”.

等强度设计
一

可省材料3 8
.

2肠
.

从例 1 和例 2 可 以看出
:

1) 解析法的使用建立在对弯矩绝对值等于最小截面模量点的判断
,

这在复杂问题情形



叶 开 沉 唐 燮 黎

往往难于实现
,

因而解析解仅适用于简单问题
.

2) 数值解法中无论采用梯形公式或辛普生公式求积均能得到相当精确的结果
,

这表明

方法对数值积分法的敏感度不大
.

最后例举一个有二个载荷情况的算例

例3 长 l一 端 固定一 端简支梁
,

情况 1为强度 g 的均布载荷
,

情况 2 为作用于梁中点的集

中力尸 = 训无量纲化后梁的受载简图示于图 7
.

二种载荷清况下梁内的弯矩分布是

M
:

(% )= R
l% 一

1 劣 :

f一了一亡
~

犷
一

万一丫
一

彭
鱿

.

1 1一
.

上一L 一上一乙
}

~
一

~
-

一
,

一
7

一 —州

{
夏

卞一
二止

�
;‘

一
,
.

犷下

载荷情况 1 载荷情况 2

图 了

从“’一枷
一

(一 ; ){
/ 一

;}
令P“ Z 0 0 0 0k g , l= l oO0 e m

, a ,
二 z 6 0 0k g /

e m
Z ,

考虑三种截面形状
: 圆形截面

,

等宽度 b 的矩形

截面及工字形型钢截面
.

对这三种截面形状的最小尺寸约束分别取为
:

最小直径 Zp 。二 10 c m
,

最小矩形高度偏 = 1 0c m
,

最小工字钢高度蛛二 1 0c m
.

对于三种截面形状都取等刚度梁的支座

反力作为求初始弯曲刚度分布的多余反力
,

经计算为 R l(
。’ = 0

.

3 7 5 ,

R 歹
。’ = 0

.

3 1 25
.

数值求解

按第二节中式 ( 2
.

1 8) ~ ( 2
.

22 )进行
,

此时N = 2
.

表 4汇总了对所讨论 三种情况的计算结果
.

表 4 冽3等强度设计解

横 截 面 形 状

1

圆 形
、

矩 形
1

工 字 形

1
.

4 3 9 8

截 面 形 状 参 数 3
.

6 90 5 4 10
.

9 5 4 4 5 1
.

5 16 4了

0
.

5 85了8

最小高度 (或直径 )

初始迭代支座反力

1 0 e m 10 e m

0
.

3 75

0
.

3 12 5

1 0 e m

0
.

3 7 5 0
.

3 7 5

0
.

3 12 5 0
。

3 1 2 5

0
.

3 4 5 5 3 2

0
.

2 7 4 8 8 9

0
.

3 3 6 2 1 4 0
.

3 38 1 46

0
.

2 5 6 94 0
.

26 0 7 0 2

Rl凡Rl凡

等强度设计支座反力

迭 代 次 数

等强度设计梁的体积 (
cln 3 )

等刚度没计梁的体积 (
cm 3

)

等强度设计梁的体积
等刚度设计梁的体积

3 5 8 66 2 3 4 0 6 9 6 8 3 3 6 1

65 1 17 4 5 30 33 0 1 42 843

0
.

5 6 0 8 0
.

642 4 0
.

5 83 6
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