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摘 要

本文应用叶开沉教授与作者在文〔门中提出的修正迭代法
,

研究了在均布载荷作用下变 厚 度

圆球扁薄壳的非线性轴对称弯曲和稳定性
.

求得了挠度曲线与临界载荷值
,

所获得的数值结 果以

图表形式给出
.

另外关于确定壳体中心挠度与载荷的方程式对应于尖点突变流形
.

符号意义

W—壳体 : 方向上的挠度
r

—柱坐标的半径坐标

N
,

—径向薄膜力

D

—弯曲刚度
: D = E h3

/ 1 2(1 一少 )

百

—
杨氏模鼠

召

—
泊松比

f
—

扁壳的拱高
a

—
扁壳的半跨长

一
、

引 言

随着科学技术的发展
,

柔韧壳体在工程中的应用日益广泛
.

人们也越来越关注这类壳体

的非线性弯曲与稳定性问题
.

由于这类壳体的受力响应是一 非线性现象
,

其微分方程是一组

非线性方程
,

所以这类问题的解是复杂的且在很简单的情形下得到了一些解答
.

文「3一 6 〕用各

种解法研究了在各种边界条件下这类方程组的解
.

但所有这些工作仅限于等厚度壳体的情形
.

非均匀厚度 的柔韧壳体在工程设计中常被应用
.

本文用叶开沉教授和作者在文仁1 〕中提

出的修正迭代法
,

研究了在均布载荷作用下变厚度圆球扁薄壳的非线性轴对称弯曲和稳定性

问题
.

求得了挠度曲线和临界载荷值
,

所得的数值结果以 图表形式给出
.

此外关于确定壳体

中心挠度与载荷的方程式对应于尖点突变流形
.

文中还将所求之解 与等厚度情形之解进行了

对比
,

采用变厚度壳体可 以有效地提高或降低壳体的稳定特性
.

二
、

基本方程和边界条件

设 h == h
。e x p〔一 (刀/ e)(

r
/
a )

:

]并引入下yIJ 无量纲量
:

, 叶开沉推荐
.

中国科学院科学基金资助的课题
.

14 3



叶 志 明

夕= 澎 2 2 (1 一拼
么
) 介

“,

“一

北
K 一斌 ‘2 (1二、

2
)

式
1工n‘

+
牙h0犷

,

a

(2
.

1 )

、..1、
廿

l
产了

S = p
· 1 2 (i 一拼

么

)a Z

N
,

E 心

,

, 一〔1 2 (卜
。2

)〕’劣:
则由作者在文〔2 〕中导得的基本微分方程组有如下形式 (无量纲形式)
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:

微分算子“ , 一 。

纂二
固定夹支边的边界条件为

:

当
’

p 二1时
:

当 p = 0时
:

夕= K / 2
,

0二K

8 = S = 0

)
,

几二 1 + 拼
.

一拼S = O (2
.

3 a )

(2
.

3 b )

三
、

分 析 解

取
。二夕/ 6

,

当口不太大时
, 。< 1 为一小参数

.

则
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在一次近似中
,

我们略去方程式 ( 2
.

2) 中的变厚度项与非线性项
,

则边值问 题 成为下面

形式
:

伪
, _ 。 、 _

P
_ ,

.

天 、尸口 ! 夕-
一

石
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石
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当 p 二 1 时
:

当 p = 0 时
:

对于二次近似
,

夕; = K / 2 , 0 : 二K
,

口z== S 一二 0

豁
一声

‘一 0

( 3
.

3 a )

( 3
.

3 b )

有变厚度壳体的边值问题为
:

杯
p , ,

3 . e

( 3
.

4 )
OO乙柯“

。“么) 一 6·

(
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聋
+ 。p“

1
一K 、

么
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(香
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)

当 p = 1 时
: y Z = K / 2

,

当丫= o 时
:

氏= o

逐次求解上述边值问题
,

久= K

取壳体中心挠度 gI , . 。
二y。 为迭代参数

.

( 3
.

sa )

( 3
.

sb )

我们可求得关于壳体
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中心挠度 y。 与载荷 P 的方程式为
:

P = M
I

〔(M
: + K

Z

M
3
)v。 + M

4

K 夕盆+ M
。夕氛」

式中
:

M
l ,

M
Z ,

M
3 ,

M
‘

与 M
。

均为泊松比 尽 与壳体变厚度参数 刀的函数
.

(3
.

6 )

四
、

数 值 结 果

1
.

两个特例

( 1 ) 当刀二。
,

K 等 o 时
,

解 (3
.

6) 式即为等厚度圆球扁壳之解答
:

P= M
,

〔(M
:
+ K

Z

M
3
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4K编 + M

S

编 」 (4
.
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式中 M
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,

M
Z
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,

M
3
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M
‘
=

M
。
=

3召一 5

1 9 2 (1 一拜)
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此结果与文〔10 1解一致
.

( 2 ) 当 K = 0 ,

刀年 0 时
,

解 (3
.

6) 式为变厚度圆板大挠度问题之解
:

凰
一

成知
十

戒知
’

(4
.

3 )

式中
:

A = M
,

M
Z

八 2 (1 一矿)
,

B 二M
I

M
。 .

一些数值结果列于图 1 与表 1 中
.

由图 1 可见
,

本文解与文〔7
,

8〕关于变厚度圆板的解吻合良好
.

2
.

变厚度壳体的稳定性

为概括地表示壳体的稳定特性
,

式 (3
.

6) 改写如下
:

E
3 , 盖十 E

Z g孰十 E
I夕。十 E

。
= 0

式中
:

E
。
= p

,

E
l
= 一M

l
(M

Z
十K

Z

M户
,

E
:
“ 一 M

,
M

4

K
,

E
3
= 一M

I
M

。

设 切. 二夕。一 (E
Z

/ 3 E
。
)

一一
瓦凡E0凡以及 材 二二二

V 二二二

3 E
3

落会
十

篇
:

(4
.

4 )

(4
.

5 )

(4
.

6 )

(4
.
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(4
.

8 )
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图 1 挠度曲线 图 2 平衡面与尖点突变流形

从而我们可导得正则化的平衡方程为
:

功森+ u 功。 + “= O (4
.

9)

表达式 (4
.

9) 关于 p 与 K 的平衡面的集
,

且对应于文仁9
,

1 1〕的尖点突变流形
,

即
:

B = { (。。
, u , v ) }。孰+ u。二 + v = 0 } (4

.

1 0 )

经运算后
,

又有分叉集为
:

C = { (u
, v ) 14

u 3
+ 2 7 v 么= o } (4

·

1 1 )

图 2 示出了在三维空间 (田。
, u ,

v) 中的平衡面 (4
,

1 0) 和二维 (P
,

K ) 中的临界载荷分叉集
.

上
、

下叶是稳定平衡状态 (S 标记)
,

中叶是不稳定平衡态 (U标记 )
.

分叉集在坐标系O二

中给出
,

此集对应于临界曲线
.

在O 山翩 平面上突变曲面的 截 面 是叉 型 分 叉 线
,

显 示 了

夕 x 1 0 ,

,

沂
ollt叼曰d

如 ~ K 关系
.

在任一不过临界点的O训 平面上

突变曲面的截面一般是 突 变 曲 线 (即为临界

曲线)
。

进而便于工程设计使用的挠度曲线与临界

载荷曲线绘 于图 3
、

4
.

临界点的数 值列 于表

1 中

J ~ - - 一 -
L

4 6

图 3 壳体挠度曲线 (刀=

10 飞2 1今

1
,

拼= 1 / 3 )

图 4 临界载荷曲线 (拌二 1 / 3) 图 5

3
.

一个比较

设变厚度圆球扁薄壳的体积等于等厚度壳体的体积
,

我们考察当壳体厚度变化时对其临

界点处临界载荷的影响
,

取
:
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式中
:

函数 F (刀)二 6仁1 一 e x p (一刀/ 6 )〕/刀

令 F
。

~ 厂
。 ,

则有
:

h
,
== h

。
F (刀)

将式 (4
.

1 4) 代入(2
.

1) 式
,

并结合表 1
,

由此可得到有量纲临界载 荷 比 g 。/ q
。:

化参数刀之关系列于表 1 与图 5
,

这里 q 。为变厚度的
,

而 q0 ;
为等厚度的

.

(4
.

1 3 )

(4
.

1 4 )

与厚度变

作者感谢导师叶开沉教授的悉心指导和帮助
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