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摘 要

本文在有限元位移法的基础上
,

提出一种用于平面弹性材料机械性能分析的有限 元 法
.

利用

这种方法及其微机程序
,

可以确定任一未知的
一

平面弹性材料的机械性能
,

算出其全部弹性系数
.

一
、

引 言

迄今
,

固体力学中的有限元法均假定材料性能已知
,

用给定的本构关系进行应力 分 析
。

本文在有限元位移法的基础上
,

提出一种 用于平面弹性材料机械性能分析的有限元法
.

作者

在研究这种方法的同时
,

编制出平面弹性材料分析微机程序 PE M A
,

并计算了大量例题
.

计

算结果表明
,

利用这种方法及其微机 程 序 PE M A
,

对于 一材料性能完全未知的弹性平板
,

只要给出三个点的位移值
,

就可以准确地确定该平板材料是完全各向异性的
,

还是正交异性

的
,

还是各向同性的
;
精确地算出该平板材料的全部弹性系数

.

二
、

基 本 原 理

众所周知
,

在有限元位移法中
,

最终要求解的是下列节点平衡方程
:

〔K 〕{U }= {P } (2
.

1 )

如果把节点位移{U }作为已知向量
,

并后乘刚度矩阵〔K 〕后
,

再把原〔K 」中独立的弹性系数

排成列矩阵作为待求的未知量{D 蛋
,

那么节点平衡方程 (2
.

1) 式可写成下列形式
:

[ A 〕{D }“ {P } (2
.

2 )

其中【A 〕是未知量{D } 的系数矩阵
.

〔A 」反映了物体的几何尺寸和变形情况
,

我们把它称为

物体的几何变形矩阵
.

若几何变形矩阵 〔姓」是非奇异的
,

则未知的弹性系数王D }可按下式求

解
:

{D }二〔A 」
一 ,

{P } (2
.

3 )

,

薛大为推荐
.
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三
、

平面弹性材料特性

妊一平面各向异性弹性材料有 6 个独立的弹性

系数
.

在参考坐标系 x ,
一二 :

中的弹性系数矩阵为

对称

d
3 , 3

(3
.

1 )

、l口却
阿片

由于平面弹性矩阵的坐标变换 关 系

1 ) 为

〔Q〕= 〔T 〕[D 〕〔T 〕,

其中

(参 看 图

(3
.

2 )

〔T 」

e o s Z
口

sin Z
乡

一 sin o e o ss

sin Z
口

e o s“乡

s in o e o s口

Zsin se o s s

一 Z sin oe o so

e o s 2
0一 s in

2
8 { (3

.

3 )

J

I
..L

一一

所以若

Q
3 , ,

= Q
3 , :

= 0

则该平面弹性材料是正交异性的
.

此时的坐标系刘 一双是主轴坐标系
,

(3
.

4 )

乡是主轴方向角
,

且

E , 二Q
I , ,
一 Q盆

, :

/ Q
: , 2 ,

E
:
= Q

Z , 2
一Q ;

, ;

/ Q
: , :

; , 2
== Q

Z , ,
/ Q

: , : ,

G
1 2
= Q

3 , 3 } (3
.

5 )

若对任何参考坐标系均有

d
s , 1二 d

s , 2
= o ,

d
, , 1== d

Z , 2 ,

d
3 , 3

= d l , 1一 d
Z , l

(3
.

6 )

则该平面弹性材料是各向同性的
,

且

万= (1一 d ;
, ,
/ d 圣

, ; )d
, , , , v = d

Z , ,
/ d

: , 。

(3
.

7 )

四
、

单元几何变形矩阵

为了建立平面弹性材料分析的通用公式
,

立的弹性系数排成下面列矩阵形式
:

王D }“ 〔d
,
d

:
d

3
d
、
d
。
d
。

〕全

其中

我们假定材料是完全各向异性的
,

并把 6 个独

子

三
3

(4
.

1 )

d l = d l , 一,

d
. (一 1 ) + 。== d , , 。

这里 t(P一 i )为〔D 〕中第 P一 i

的位置
,

而

(P= 2
,

3 ; q“ 1
,

2
,

3 )

(4
.

2 )

行主对角线元素在王D } 中

{
‘

,

‘p 一 ‘,

‘(p , 一
}

3
,

‘p 一 2 ,

L 6
,

(P = 3 )

(4
.

3 ) 图 2

由于要具体建立以 6 x l阶的诬D }为未知量的 6 x 6 阶矩阵方程
,

所以若采用最简单的常应

变三角形单元
,

则计算模型极易选取
.

例如图 2 所示计算模型就是其中之一 由图 2 可知
,
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一
, 。
一 、

乡
。

〔“2( ·)“么(
· )一( : ) + (“1(·。“么(

, ) + “2 (, )“1(。) )一(·)〕

一
, 。
一 4

丢
e

(“
l(· )“

么(。。一 : : ) + “
1 (· )“1 (: , 。2 (· , ) {

五
、

模型几何变形矩阵

把(4
.

1 1) 式代入(4
.

5) 式便得

〔A 」
。x 。

魂D }。
、 ,
“ {P }。

、 ,

(5
.

1 )

其中

f 仁A 〕
‘

1
〔A 〕, · “一

} 〔
A 〕

“

}
L 〔A 〕

3 J

(5
.

2 )

〔“〕
,
一〔。 :
贾

1
+ 〔·〕
乐

+ 仁“〕
界

〔A 」
2
一〔。〕纷

1
+ 「“〕
碧

¹ + 「·〕
碧

〔A 」
3
一〔·〕
男

, + 〔·〕男尸
+ 〔·〕
黔 { ( 5

.

3 )

定理 在引入了位移边界条件的有限元节点平衡方程中
,

模型的几何变形矩阵必定是不

对称的非奇异矩阵
.

证明 把 ( 4
.

12 )
、

( 4
.

13 )式代入 ( 5
.

2 )
、

( 5
.

3 ) 式后可知
,

A ‘, 铸A , ‘; 同时〔A 〕中任意两

行 (或两列 ) 向量都是线性无关的
,

即矩阵仁A 」是满秩的
,

所以几何变形矩阵是不对称的非

奇异矩阵
.

六
、

计 算 举 例

为了考察本文方法的有效性
,

作者按 (2
.

3) ~ ( 5
.

3) 式编制出平面弹性材料分析微机程序

PE MA
,

并把由SA P84 计算出的节点位移作为已知数据
,

用 PE M A 程序计算了以下四个方

面的例题
。

( 1) 主轴方向角相同 (夕= 20
’

)的两种正交异性材料

计算结果如表 1所示
.

表 1

硼 /环氧 单 层 复 合 材 料 碳/环氧 单 层 复 合 材 料

算 值

21
.

0 9319

2
.

10 933

0
.

7 030 5

0
.

30 0 0 0

0 92

10 92

0
.

7 030 7

0
.

3

竺
_ _

纂
_

竺
_ _ _ _

_ _ _

⋯ 原
_

值

,
·

‘2“了。

{
“

·

, 3

8
·

829 68 } ”
·

8 3

0
·

46 00 0 { “
·

46

0
·

3即0 0 } 0
·

32

原212

El肠G

. E l , E Z
和G 的单位均为 lo 6 k g / e m Z (下同 )

( 2 ) 主轴方向角不同的同种正交异性材料
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表 4

. . 户‘侧曰. . . . . 曰. 口 . 曰 . . 曰~ 扣臼 . . 几‘ . . . , 国. . . 声
曰

口
二

州 . . . 旧
~ . , . . . . ‘ ~ 、口 . J. . . J . . . 口, . . 山

~
臼口 . . . . 曰‘

模型一 模型二 模型三

护

一
二由 ‘曰‘ j 二二 , 几 习

2 1
.

0 9 3 t 9

2
.

10 9 3 3

0
.

7 0 3 0 5

0
.

3 G0 0 0

2 !
.

0 9 2 5 6

2
,

10 9 2 6

6
.

7 0 3 3 7

0
.

3 6 0 0 0

2 1 」2 2 9 9

11 2 5 8

0
.

7 0 3 15

0
.

3 0 0 0 0

刀刀‘

.

材料为硼 / 环氧
,

主轴方向角 为 加
。 ,

其原值

见表 1
.

这里的模型一与(2
.

1) 的模型相同
.

七
、

结 论

由计算结果表1 ~ 表 4可知
,

对于任一完全未知的弹性材料
,

只要模型和加力方式选取得

合适
,

并通过实验手段精确地测出给定面内外力作用下的节点位移值
,

就可以利用本文方法

及其微机程序P E M A
,

准确无误地判定模型材料的机械性能
,

计算出其全部弹性系数
.

参 考 文 献

仁王〕 蒋友谅
,

咤有限元法基础》
,

国防工业出版社 (19 80)
.

仁2 〕 航空材料编辑部
,

咤复合材料研究进展》
,

第二届全国复合材料学术会议论文选编 (19 8 4 )
.

〔3 〕 杨麓引
、

马正午
、

孙宇等
,

《电子计算机应用数学》
,

冶金工业出版社 (1 9 7 9 )
.

A Fin ite E lem e n t Metho d o n the Pla n e E la stie

Ma te ria l An a lysis

Jia n g Y o u
一

lia n g

(B e ‘jin 夕 I n stit“才e o f T e e h o o lo 夕夕
,

B e滋j‘n g )

Ab, t ra Ct

B a s e d o n th e fin it e e le m e n t d is p la e e m e n t m e th o d
, a f in ite e le m e n t m e th o d o n

th e a n a ly s is o f m e e h a n ie a l b e h a v io u r o f p la n e e la s t ie 扭 a te r ia ls 15 P r o Po s e d in th is

p a p e r
.

B y u s i n g this m e th o d a n d t h e e o r r e s p o n d in g e o m p u ta t ; o n a l p r o g r a m
,

th e

tn a t e r ia l b e h a v io u r o f a n y u n k n o w n p la n e e la s t ie m a te r ia l e a n b e d e t e r m in e d a n d

a ll th e e la s t ie e o n s ta n t s e a n b e e a le u la te d
.

几舒泣学邓


