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摘 要

本文继文〔6 〕之后
,

研究在集中力和集中力偶作用下不同材料界面的共线裂纹问题
.

得到了

几个典型的复应力函数封闭解
,

算出了应力强度因子
.

本文解答的若干特殊情形
,

与前人成果吻

合
.

通过比较还发现了以往文献〔3〕
、

【4〕在研究含无限长裂纹一类问题中的错误
.

一
、

基本公式推导

参阅文〔1〕与〔2 〕
,

平面弹性理论问题的解可由两个解析函数动(z) 和 岁(习表示
.

设 a
, ,

a , 和 ‘ ,
分别表示在直角坐标中的应力分量

, “ 和 v 表示位移分量
,

则有

a
,

+ a , = 2 [少(之) + 少(z )」 ( 1
.

1 )

J ,
一 ir

, r = 巾(2 )+ 小(之 )+ 之 中
,
(之) + 岁(之 ) (1

.

2 )

2拼(“
, + iv 尸

)= 左由(之 )一中(z )一 z 中
尸

(z ) 一岁 (z ) ( 1
.

3 )

此处
au ,

av

“
r

二
一凡 一 , v

’

二
。

O义 O 劣
( 1

.

4 )

拼为剪切模量
,

a 为泊松比
.

对于平面应变问题
、= 3 一 4 a

,

对于平面应 力 问 题
、= (3 一。 )/

(l + a )
.

应力函数沙(习和 梦(对在弹性体所占域内全纯
,

但在集中力和集中力偶作用处有孤

立极点
.

设弹性体在
: 。

处作用有集中力X + ‘y 和集中力偶m
,

则有

_
‘

M
.

~

甲( 2 ) = —
-

一十甲
。(之 )

2 一之。
(1

.

5 )

梦(z ) =
N

之一 z0

万。M + M
。

(z 一 之。)
“

+ 梦
。
(z ) ( 1

.

6 )

其中巾
。
(习

,

梦
。

(习为弹性体所占域内的全纯函数
.

M二一
X + 公Y

2汀(1 + 化)
N

化(X 一 iy )

2汀(1 + 付 )
’
M

。

= 一 溯
2 汀

( 1
.

7 )

若中(力和岁 (劝在上半平面S
十

有定义
,

则可利用 Sc hw az 对称原理将中(力越过实轴上无

载荷 区段 (如裂纹处 ) 延拓到下半平面S
一 :

中(: ) = 一顷(: )一 :
委

,

(: )一厕(
2 ) z 〔S

-

(1
,

8 )

15 5
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此处少( 二 ) 二必 (乏)
.

这样定义于夕的笋 (劝可以为延拓后的小 (约所表达
:

少‘幼 = 一动仕 )一 巾(的 一 z 由
产
(约 之 〔S

十

( ]
.

9 )

于是公式(1
.

2 )和 (1
.

3) 成为

汀,
一行

: ,
= 少(z) 一 巾 (劝 十 汁一乏) 由

产
(力

2月(: ‘
, + 玄口‘) = “中(2 ) + 叻(万)一 (z 一 乏)叻

/
(z )

显然前述公式完全
一

l

可以 交换S
+

和S
一

的位置
.

我们的问题提法如下
:

如图 1
,

设弹性常数为 召,

和

、,

的介质 1 占有上半平 面 S
十 ,

弹性常数为 拼:

和 、:

的介

质 l 占有下半平面 S 一 约定相应于这两种介质的 量 以

下标 I 和 I 标 记
.

设两种介质沿实轴 卜L , 互相联接
,

L

为L , 整体
,

其余部分粼 (裂纹 )
_

仁假定不受力
.

对于
n

条有限裂纹
,

裂纹端点依次是
a , ,

b
, , a Z ,

b
: ,

⋯
, a n ,

b
, ;
对

于包含两条半无限裂纹在内的
。 + 1 条裂纹

,

裂纹端点依

(]
.

1 0 )

(1
.

1 1 )

.

次是 b
l , a : ,

b
: ,

⋯
, a 。 ,

b
。 , a l .

假设集中力X + ‘Y和集中力偶。作用在 S
+

的 二 。

处
,

并设无穷远处

应力为零
。

由公式(1
.

5) 和 (1
.

6 )
,

相应于物质 I 的应力函数中
:

(z) 在S
+

的奇性主部为M
,

/(
2 一 2 。 )

,

笋 1 (之 ) 在 S
+

的奇性 主部为 N
:

/ (z 一 z 。 )+ (:
。

M
I
+ M

。

)/ (z 一 z 。
)

2 ,

其中 M
,
= 一 (X + iy )/

2 二 ( 1 + 、 ,
)

,

N
,
二、 (X 一‘Y )/ 2 二 (1 一

、 ,
)

,

M
。
二 一 ‘m / 2 二

.

按公式(1
.

8 )拓展后的中
,
(z )为

:

中
,
(z )=

M
l

之一 礼
凡 + 风(?0 一仓件风

z 一 名0 L z 一 名。 )
-

+ 少
, 。

(之 ) (1
.

12 )

应片戮穿邵

其中巾
工。
(习在 沿 L (联接处 ) 割开的全平面全纯

.

同样推导
,

相应于物质 I 的 少
2
(z) 拓展后

在沿L割开的全平面全纯
.

于是剩下的问题是决定 必
l。
(z) 和 小

2
(2)

.

它 可由联接边界的应力

和位移的连续条件确定
:

[ a
,
一 f:

‘ ,

〕
+
= 〔a

,
一 f:

, ,

〕
一

全实轴 上 (一 2 3 )

[ :‘+ fv 〕
+

= 「u + ‘v 〕
一

L 卜 (1
.

1 4 )

先讨论只含有限长裂纹 (联结线无限) 阴情形
.

将公式(1
.

10) 代入( 1
.

1 3) 并令
二 分别从S

+

和S
一

趋于实轴上 t 值
:

少士(t )一少r(t )= 巾言(t) 一少奋(t) 全实轴上 (1
.

1 5)

在(1
.

1 2) 式代入后移项整理
:

[巾
, 。
(t) + 中

:
(t)〕

十
一 [小

l。
(t)+ 少

2
(t )〕

一

= o 全实轴上 ( 1
.

2 6 )

由于已假定无穷远应力为零
,

并且可假设两个半平面无穷远迥转都为零
,

故有

少
, 。
(。 )= 巾

2
(。 )二 0 (1

.

1 7 )

根据L io u v ille 定理
,

中
工。

(之)+ 少
:

(z )= 0 (1
.

1 8 )

现在将(1
.

14 )两边对 x 求导并将 (1
.

1 1) 代入

少r(t )” (t) +
一

上中
(t) (1

.

1 9 )
一2少

H拼1一泊
+巾

‘
.几抽工H-拼

将(1
.

1 2) 和(1
.

1 8) 代入上式并稍加整理
:

中九(t )一 g 巾几(t)= hf(t) ( 1
.

2 0 )
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其中
拼1“2

+ 拼
2

月2 衬l
+ 拼

z ( 1
.

2 1 )

f(t)
M

l

才一 z0

刃
l
(万

。
一之 。

)一刃
。

(t一 忿。 )
2 ( 1

.

2 2 )

根据文〔2 〕
,

方程(1
.

20 )的通解为

Ll
�

少
, 。(之 ) =

hX
。( 2 ) f ( t )

2 汀f 万言( t )

d t

t一2
+ 刃

。( 之 ) P ( 之 ) ( 1
.

2 3 )

其中 X
。( “) 二 n ( z 一 a , ) 一通 一 ‘月( : 一吞, )一违 + ‘刀

( 1
.

2 4 )

皿
刀一 鑫

‘n ,。,

X
。

(劝 的单值分枝取为
,

在沿L切开的平面上

( 1
.

2 5 )

1i m z 介

X
。(之 ) = 1 ( z 〔S

+ ) ( 1
.

2 6 )
} z !

.

》。

而 尸(约一C
,

尹
一 ’+ C

Z

护
““+ ⋯ 十 C

,

( 1
.

2 7)

通解( 1
.

2 3) 中的柯西型积分可以 由文〔2 〕提供的方法算出
.

尸( z) 中的常数C I ,

⋯
,

C
,

则由联结

线上位移连续条件确定 (前面仅利用了位移对 二 的导函数的连续条件) :

[ u ,

( b , ) + f口l ( b j )〕
+
一 [“

; ( a , ) + i刀 1
( a , )〕

+

= [舰
: ( b , ) + fv : ( b , ) 二一 仁u :

( a , ) + iv : ( a , ) 〕
-

(l; J _ . ‘ . ‘
_

_ ‘

「b j 一

} Lu l( t ) + ’. 夏( t ) 」
十 d t = 1 Lu ; ( t ) + ‘v 二( t ) J

一 d t
J J 了 护 口 j

二
‘ , n ( 1

.

2 8 )

⋯
, 月 ( 1

.

2 9 )

考虑到方程 ( 1
.

1 1 )
,

同时注意到少
1 ( z) 和小

2 (约在L
尸

_ _

仁解析
,

上式成为

) d t
1 + “2

2拼2

「b了

}
。 ,
中

“(‘)“‘ 二
, , 刀 ( 1

.

3 0 )

再考虑到 ( 1
.

1 2 )和 ( 1
.

1 8 )

厂b了 r b了

(““
“
+ 拼

2 “, + “, + “
2
))

。 , 小
‘。( ‘) d ‘

一
(拼

2“‘+ “
2
) }

。 ,
f ( ‘) d ‘ · ’ · , 刀

( 1
.

3 1 )

共
n
个方程可唯一确定

n
个常数C , .

当两端裂纹伸向无穷时
,

分析过程基本相同
.

这里仅指出不同的地方
,

注意所讨论的是

包含两条半无限裂纹在内的共
。 + 1 条裂纹

.

首先
,

我们不能同时假定两个半平面在无穷远处转角为零
,

如果假定上半平面在无穷远

处的转角为零
,

代替( 1
.

17 )式
,

有

少
1。(。 ) = 必 ,

( oo ) = 0 ( 1
.

3 2 )

中
: (、 ) = C f ( 1

.

3 3 )

其中C为实常数
.

乍看起来
,

纯虚数C‘似乎仅是一个不影响应力的常数
,

但是我们很快可以

看到
,

这种看法是不正确的
.

也正是因为疏忽了这 一点
,

以往研究此类问题的〔3〕和【4〕都 引

出了错误的结果
.

这样考虑后
,

( 1
.

1 8) 改变为

巾
2
( z ) = 一少

, 。

( 之 ) 斗心班 ( 1
.

3 4 )

方程 ( 1
.

20 )改变为
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必九(t)一夕必几(t )二八f(t) + 人
铃 6

砂二 丛丛生丛
群2 厅, + u ,

(1
.

3 5 )

其中 (1
.

3 6 )

通解 (1
.

23 )改变为

必
, 。
(2 )=

X
。

(2 )
2汀 i

hf(t ) + h关 C f

X 言(t)

一,

兰
一 + X

。

(· )p (· ,
(1

.

3 7 )
乙

月

I
J

计算出其中柯西型积分后
,

还有实常数C 和尸(z) 中复常数C , ,

⋯
,

C
。

共
n 十 1 个常数需要确

定
。

显然
,

半无限长裂纹的上下两边的位移是互相独立的
,

因此方程 (1
.

3 1) 中j二 2
,

3
,

⋯
, n
仅

有
n一 1 个求解诸常数的方程

。

为此我们还必须考虑下半平面在有限长联接线上作用于 上 半

平面的应力主矢尸 + iQ 和对原点的主矩M气 这样在上半平面的有限域 内
,

外力主矢为尸 + iQ

+ X + iy
,

对于充分大的 }
:
}

,

有
〔2 ’

二
, 、

1
,

n 二八
.

二
. , T r 、 .

八了 1 、
甲 ‘够 ) = 一 乏滋 气厂十 ’叼十 八 十 ‘了 夕十口气厄

至
) (1

.

3 8 )

设逆时针方向的M
补
为正

,

我们有

M

一
R ·

I
: ‘〔a : (‘卜‘·; (‘)〕d ‘

一
R ·

{
。‘〔, r(‘, 一 , : “ , ,d ‘

(1
.

3 9 )

M

一
R ·

手
, ·, 1‘· , d · (‘

·

‘”,

其中刁为顺时针包围各L , 的闭围线的整体
,

奇点
: 。 , 落。在围线外

.

于是由(1
.

3 1 )
,

(1
.

3 8 )
,

(1
.

40 )可以得出
n
平1个线代数方程组唯一地确定

”+ 1个待定常

数
。

人们会自然地提出这样一个问题
:

为什么在无限长裂纹或有限联接情形要补充给出作用

于联接线上的应力主矢和主矩
,

而仅含有限长裂纹时却又无须给出呢 ? 这个问题也包含非常

重要的实际工作意义
.

实际工程构件例如平板不可能是数学上的无穷大
.

当联接线与裂纹长度相比充分小时
,

就可以看作有限长联接的情形
.

由静力平衡条件
,

载荷无论离裂纹端点多远
,

在联接线上必

引起一个分布力
,

这个分布力能合成一个力和一个力偶
,

不能被忽略
.

而在有限长裂纹的情形
,

这种由平衡产生的约束力分布在无穷联结线上
,

当载荷充分远

时
,

在联接线任何有限部分产生的力就趋于零
,

我们就不须考虑这些载荷的影响了
。

我们只

须令下节(2
.

22 )中}
: 。
}, oo 而立即得出小

;

(劝、 0
,

就可以验证这一点
.

上面我们不仅说明了两种情形下求解条件不同的原因
,

也说明了在实际工程中
,

什么情

况下我们必须计及远处载荷的影响
,

什么情况下可以忽略它
.

二
、

算 例 及 对 照

例 1 有一条从
a
到 b 的有限长裂纹

.

根据(1
.

2 3 )
,
少 : 0 (幼在沿L (一oo

, a ,

和b
,

oo )割开的全平面全纯
:

中 : 。(z ) == X 。(之)[ hl(
z ) + C

:

]

这里 X
。

(: )== (z 一 a )一十一 i刀(卜 6 )一十+ ‘刀

(2
.

1)

(2
.

2 )
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X
。

仕 )所取单 值 分 枝 为
二 从 S

十

趋于二时
, z X

。

(对二 1
.

可以推出
,

当 二 从 S
“

趋于、时
,

: X
。

(: )二 1 / g

“· , 一簇
,

!
: 一

芬黔
)

‘! ‘“’一

命!
刁 ,

揣
Iz(

· , 一

篇
一

L
:

一

聋夯

d t

t一 2 (2
.

3 )

为了计算 I(z )
,

取

d t

t一 2 (2
.

4 )

d t

t一 之

考虑到

(2
.

5 )

其中刀
:和刀2

分别为从S
+

和S
一

趋于实轴的直线
.

X 言(t )= X 汉 t) 在L
尹

上

X 吉(t) = g X 言(t) 在L
_

仁

(2
.

6 )

(2
.

7 )

立即得出

1
1 气名 少二

一 扁

—
Ll l L之 ) 一 1 2 气之 少」

1 一 g
(2

.

8 )

另一方面
,

I
,
(z) 和1

2
(的很容易根据推广的对无限域的柯西公式得出

:

f(
z )

X
。

(z )

。
, 、

1
, , , 。

、

-

一 行
: _

戈Z ) 一
一
。
划性

1
一挥 l)

U 乙

2 〔S
+

(2
.

9 )

一 G
: 。

(之 ) 一 ;
(M

l
一”

1
’ 之〔S

-

‘leewe、少!weset

一一
、.户

2
叮、护r卫

f 。
、 .

1
l 廿子

_

t Z 少十 又

l
u 之

I : (“)= 弓
! _ 才(口

_
_

_

t X
。
(z )

夕(M
,
一万

,
) z 〔S

+

(2
.

10 )
.

。
、 .

1
, , 二 。

、

+ 行三 ‘

吸之 ) +
一
石

一

g 气丈性 1
一艾v z )

. ‘

z 〔习
-

其 中 G
: 。

(“ ) 和 G
: 。

(“ )分别为 f(
之 ) / X

。
(“ )在

“。和乏。的奇性主部
:

G
·。

(‘ ) =
1

X
。
(之

。
)

M
1

Z 一 2 。
(2

.

1 1 )

吼
。

(“ ) 二
1

X
。
(忍

。
) 〔

- 刃
,

Z — 名

万
J
(乏

。
一 之。 )一刃

。

(之一 乏。)
“

,
1

, _ . L 、 . , 。 , _

芯。一万 、“十四个 甲、“一 口 ,

(2
.

1 2 )

(万。一 a )(乏
。
一 b )

卫
1

(乏
。
一 之。)一刃。

之一几 」
这样将(2

.

1 )代入 (1
.

3 1 )得

{J (t)d t == 0 (2
.

1 3 )

其中 J (t) =
X

。

(t)

X o (2
。

)

M
1

刀
,

t一之。

X
。

(t ) 「
.

卞 一 币牙 二二 万一 l

A
o L名。 ) L t一 忿

刃
,

(牙
。
一 之。)一刀

。

(t一 乏。)
么

卫
,

(刃
。
一之。)一卫

。

z 一乳 〕
+ C‘X 。“,

已设 C 朴

:
。

一工(。+ 6 ) + *刀(。一 6 )

2
-

十

—

—
(忍

。
一 a 八 名。一 o )

1
,

二
_ 、 , : z ”

、

1一 g 户
二

一

郭
‘+g )(叭一凡 ’一

气
夕 q

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )
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为了从(2
.

1 3 )计算常数 C一 考察如图 2 围道积分
手
‘(· )d ·

,

围道“在 通过害。线乙后在下

半平面进入了X
。

(2 )的另一枝
.

令刀收缩于ab
,

不难得出

币
, (之 )J二一 (1一 。) {

“
, (: )、, 一 。 二。 ,

: 。在 : 外

J 月 护 “

(2
.

1 6 )

利用留数定理容易得出
2
献

、
. ~

肇性玉于M
l

一孕李彝之夕
1
一C *

飞二
。

L 八
。气2 0 少

一

人
。气乡。少

一

J

(2
.

1 7 )

其中 X 言(:
。
)= (r

, e x p [ 一 *o
;

〕)一借 一 ‘刀(r : e x p卜 f口
2

〕) 一去 十 i刀

X
。

(:
。
)= (r

: e x p
卜

‘o
,

〕)一士一 ‘月[ r
Z e x p〔‘(2 兀一e

Z
)〕一专 + ‘月

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

X 合(乏
。

)

X o (万
。

)

= e x p
「一

2 , ‘
(
一冬+ ‘刀)1二 一

e 二p〔:动〕== 。

L 、 ‘ , 」

C , 二M
; 一 夕夕

:

经最后整理我们获得
:

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

少
;

(z ) == h
, M

1

Z 一 Z 。
卜

~

塑上

L Z — Z ,

N 1

2 一 乳

(乏
。
一 之。)万

,
一卫

。

(z 一 万。)
“

+ h
Z X

。

(z )

X
。
(z 。)

M
工

之一几

X
。

(2 ) f
州

十 n , 一币矛一万二 ‘ l 一一

八
o L多。少 L

刀
:

之一万
。

(万
。

一 2 。

)刃一卫
。

’ , 二

一
’

二.’
、一一

“

十
吸之 一 名 。)

-

_ 1
, _ . L 、

二 。 , _

2 0
一

凡 气“十 U 少十 艺P 气“一
U 少

乙

(乏
。
一 a )(乏

。
一 b )

刃
:
(万

。
一 z 。)一卫

z 一乳
+ hZ(M

,
一 g N ; )X

。

(2 )

其中 h
:

“
拼z衬:

+ 拼z

拼z“2 + 拼: H
i
+ 拼

i
+ 拼:

h
Z
=

拼2衬 x
+ 拼

:

拼一衬2
+ 拼

2“z
+ 拼

一
+ 拼

2

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

例2 两条半无限裂纹
.

由通解(1
.

3 7 )
,

少
, 。

(习在沿ba (注意
,

b。即L为联接处) 割开的全平面全纯
,

见图 3
.

,
1。

‘· , =
一

几器互!
: hj(t) + h劳C i

X 吉(t )

t

冬
十 C IX

(z ) (2
.

2 4 )

其中 X
。

(z )见 (2
.

2 )
,

但所取分枝为
二
趋于oo 时 (包括从 S

十

和 S
一
) 二X

。
(劝二 1 的分枝

.

由与

例 1 同样的方法
,

我们得到

~
、 ,

「 M
,

岁l( 之 , = nl !花一卜 一
L z 一 多。

-
二毛 +

2 一 另。

刀 , (乏
。
一 z 。

)万
, 一刃

。

(之一 乏。)
“

+ h: 万
。

(z )

X o (z 。)
M

,

之一之。

. :

X
。

(之) f 刀
; .

(乏
。
一 z 。

)刃
:
一刃

。

寸
.

“空一二〔尸
~

丁二丁又甲 . 一

—
孟

.

宁 -

一 丁
- 一

二 屯 可一
-

一一一

人 。气多。) L Z 一名。 叹2 一 多。少
-

男。一宁 (a + b ) + i刀(
a 一b )

Z

宁—

—
(万。一 a )(万。一 O )
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万
, (奢

。
一 之。 )一万

。

之一礼

1
. ,

。
.

f
.

「 1
, . , 、 .

,
. , _

1
_ ,

、 _ _ _

J十
“’七 ’

飞土一L
Z 一 玄‘“十 ”’一 ’户 (“一“)」式

。
(“ )丈+

C :入
。

(‘ )

(2
.

2 5 )
下面讨论如何具体确定 (2

.

25 )中实常数 h
;
C和复常数C

, .

注意到对充分大的 !引有

X0(
·

, 一

奢
+

片
·十“) + (一“)

叫二
十

〔(争
。一省

一

)az+ (立
一

+

n2)a
“十

(卜
刀一譬

一

)
“

2

片
一

+ ⋯
(2

.

2 6 )

从(1
.

3 8 )和(2
.

2 5 )
,

我们得到

;
,

〔M
,

一刃
,

)+ c
,

二 一 尸士迫
_ _

一

茎州丫
艺汀 艺兀 (2

.

2 7 )

C 工二一
尸+ 萦口

2汀
一瓦

X 十 fy

2兀 (2
.

2 8 )

将(2
.

25 )代入 (1
.

40 )并由留数定理计算其中围道积分 (围道 刀见图 3) 后
,

得

M

一
“·2汀‘

{
h

Z

M
I之 。- 人

2

M
I

X
。
(z

。
)
一”刃

, “。+
式(万

。

) + h
Z

[
(, 。

一
)“

1
一 ,

。

」

h
:

X
。

(万
。
)

遣
‘“ + “, + ‘刀‘一“’

(万
。
一 a )(万

。
一 b )

〔(乏
。
一之 。)刀

, 一刀
。

J

。 「1
, .

, 、

二 。 , :

门
.

「了1
,

刀
2

丫
,

了1
. 。 ,

、
_

。

一 灿 ‘

L厄
一

‘“十 口夕十 ’p ‘“一 口夕」十L气万 个
一

玄 )
“

一 火可十p
一

)
“U

+

(
一

;
+

勿
“2

」
“;

呵 (2
.

2 9 )

为了便于对照
,

令 b二 一 a ,

然后解出 凡C

h1C =
M

关一 Zh
:

X 刀
a一 2
邢

a Z

一减 1 + 4产户
- -

- 一 丈1干 4户‘)压恋
~

, m

{
‘2M

I之。- h:
M

X o (之
。

)

一 h
:

刀
, 乏。 +

h
:

刃
, 乏。+ 2 1

X
。

(万
。
)

_

_ 一
_

h
,

+ 八‘L(万
。
一“。)批 ‘一 j硬 。

」一
、

诱认
.

乏万
.

2 1口
a

一 a Z

·

[刃
; (万

。
一 之。)一万

。

」

其中Im 表示
“

虚部
” .

} (2
。

3 0 )

上两个解答的若干特殊情形
,

与以往文献中的成果吻合
.

在 (2
.

2 2) 中
,

令集中力偶 。二 o ,

并取
a
为一

a ,

取 b 为
a ,

与 [5 」中解 答 吻 合
。

应该指

出
,

由于解法不同
,

X
。
(习在实轴上割线 位置 与文〔5」不同

,

这样使两 文 X
。

(, 。

)由于幅角计

算不同而相差一个 g 因子
.

以后遇此情况不再一一说明
.

令(2
.

22 )中X + ‘Y = o ,

即得仅作用集中力偶的解答

中
;
(之 )“

一h
;

刃
。

(2 一 乏。) 2
一 h

:

刃
。 X

。
(2 )

X
。
(万

。
)

1

(之一万
。
)
“

, 。一

食
‘“十”, + ‘”‘

“一“,

(乏
。
一 a )(茗

。
一b )

1

z 一乱

(2
.

3 1 )

没有找到对照解答
.

令 (2
.

2 2 )中材料 参数 拼1
二 拼

: , 、 :
二 、2 ,

即得含
一

条直线裂纹的同种材料平面内作用有集

中力和集中力偶的解答
,

与〔3 〕相应的解吻合
.
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现在讨论两条半无限裂纹的情形
.

从(1
.

12 )
,

(1
.

3 3) 和(2
.

2 5 )
,

相应于介质 I 的应力函

数中
: (习为

‘

九
一

门J.les_
、 ,

r M
,

歹
:

甲
2 (“’= ”Z

L厄二可 一万‘式
(:

。
一 z 。)刃

:一刃
。

(之一 召。)
“

X
。

(之)

X
。
(z

。
)

M
,

之一 Z 。

一 h
Z X

。
(之 )

X
。
(万

。
)
「一 又

+ ‘“
。

川
。

哩:
严

:
一

十

L z 一 另 。 气Z 一 名。)
-

“。一

;
(。 + “) + ‘刀(

a 一“)

(乏
。
一 a )(万

。
一b )

.

皿鱼丝
。

卜风
z 一礼

一C
,

X
。

(z )+ C i

〕
,

。
.

(
曰

「 1
, , , 、 .

。
, , 、 一

}
、 ,

, 、

、

] 一
“‘七 ’

飞土一L
z 一 2 吸“十 “少一 ’p 又a 一 “少JA

O L君 )
了

(2 3 2 )

令 (2
.

32 )中“
:、 oo

,

并为便于对照
,

h
z

令 0
,

我们得到

已设 b 为一
a 。

这样

hzC令
M

关一 ZP岁
a

二(1 + 4刀
2

)a
Z

少2 (之) = 一
M

赞一 ZP岁
a

二(1 + 4刀
2
)a

么
i{ 1 一 (: 一 2 1刀

a )X
。

(: ) }

尸 + iQ
-t-

—
艺兀

X o (之) + C宕 (2
.

3 3 )

其中 X
。

(: )= (: + a ) 一十 + i夕(: 一 。 ) 一十 一谓
(2

.

3 4 )

刀= litn

李
In 卫1竺土丝 =

李
l二 、,

, i、、 艺兀 拼2付 l十拼一 艺兀
(2

.

3 5 )

这是半平面上作用刚印问题的解答
,

其中作用于刚印的外力主矢为一 尸一 iQ
,

外 力对原点的

主矩为一M气 在 尸= O
,

M
补 = 0 的 特殊情形

,

解 (2
.

33 )同文〔2 」有水平基底的刚印问题的解

一致
.

而当尸 + ‘Q = O时
,

则同文【2」在给定力偶下的刚印问题的解吻合
,

这除了相差一个不

影响应力的虚常数以外
。

本文的解答也订正了以往关于有限联接问题的研究中的某些错误
.

在文献【3] 和【4〕中
,

对于包含两条半无限裂纹的情形
,

由于忽视 了两个半平面在无穷远转

角不能同时假定为零
,

作用于联接线上的应力主矢和主矩必须给定的问题
,

得出了错误结果
。

文〔4〕研究的问题相当于本文关于有限联结间题中
,

X + ‘犷= O
, 沉= o的特殊情形

.

对两

条半无限裂纹
,

文〔4」中解答(3 3) 和 (3 4) 为

中 : (2 ) == 一
尸 + ‘Q

2 亢
(: + a )一十 + ‘刀(: 一 a ) 一十一谓 : 〔s

+

必: (之)=
尸 + ‘Q

2兀
(: + a ) 一十+ i刀(z 一 a ) 一十一 i夕 之〔S

-

(2
.

3 6 )

(2
.

3 7 )

为比较方便
,

上两式已换成本文记号
.

由 本文(2
.

2 5) 和 (2
.

3 2) 中M
; = 0

,

N : = 。
,

M
。二 0

,

我们得到这个问题的正确解答
:

巾、(之) = 一
尸+ 云O

2兀
(: + a )一十 + i刀(卜

a )一十一 i刀

M
朴一 ZP刀

a

, (1 + 4刀
名)a

Z

i〔1 一 (z 一 2‘刀
a )(: + a )一十 + ‘刀(: 一 。)一十 一 ‘刀〕 z 〔S

+

中么(z ) = 一中: (之) + iC 之〔S
-

(2
.

3 8 )

(2
.

3 9 )
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文【4」中解(4 4) 也是不正确的
.

文〔3] 研究了图 4 所示 的问题
,

其中两半平面 为 同

种材料
,

文〔3〕解答(1 5 )为

图 4
巾(之)”一

X + 葱Y

4兀(之一 d )

「Z 尹一砂 、十
. _

〕
1 1—

咬-一二飞一一 I 一 1 !
L 、 Z -

一 O 一 / 」
(2

.

4 0 )

其中记号已换成本文 的 记 号
.

在本文 (2
.

2 5 )和 (2
.

3 0) 中令 拼,
二 拼

: ,

我们获得正确解答
:

衬盈二衬2 , 扑乙=
0

, 2 0
= d

,

刁lseesJ

i1+
士、、.产

口
‘

‘了.、厂...L

中(力 = 一
X + fy
4兀(之一 d )

d Z 一 a Z

之 2
一 a ,

+ 三汗M
, + 李Yd 一通

一

Y( 尹一
。2
)月

.

「
1

兀口
“
L 2 2 J L

一 (二
“
一 a : )于

P + iQ

2兀

X 十 fy

4兀

1

(2 2
一 a Z

)十
(2

.

4 1 )

在 (2
.

4 0) 和 (2
.

4 1) 中
,

少(劝定义在沿 (一。
,

一a) 和(a
,

oo )割开的平面上
.

三
、

应 力 强 度 因 子

有了复应力函数中(劝的表达式
,

就不难得出断裂力学中有重要意义的应力强度因子
.

本文采用文〔5」关于不同弹性材料界面直线裂纹尖端复应力强度因子 的定义
.

例如
,

对于例 1 中的问题
,

在裂纹尖端 b 的复应力强度因子可以从 (2
.

2 2) 求得
:

K
;
一 ‘K

:
二 2 斌万

e x p 〔一胡〕lim (: 一乙)十一 i口中
,

(: )

_
。 ,

一

二
_ _ _ r _ 口 : : , ; _ 、 一士 一谓了「

, 上
_

_ 2
_ _ _ _

1 。,

=2 M Z “‘p L一峭」”
2
(”一 “)

‘ ’

尸

让1 十 飞石而)j灭i诊汀」JV1l

/ 1
. , 。、

, _ L 、 。

。
, _

_
_

、

行
,

一 , , t丁卞
多P 口气“一 U 夕L义理 i气芯 。

一君0 2 一推
o J

、-

1
.

1 1 可节
. 、 艺 / I

一 1 9 十 几 万 二叹 飞, , _
一、

l义V l 十 一 一 -
一一万下一

一 二 ‘石 二 ~

一
二, 犷二石= 二二二~ 二一~

一
~
一

‘

r
L
一

Lo 一 名。)人
。气名。) 」

一

叹O一 名。)
一

气0 一么。)人
o L名。) J

(3
.

1 )

关于X 。(忍
。

)见(2
.

1 9 )式
。
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