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摘 要

本文初步建立了服从二次曲线型莫尔难则的塑性平面应变滑移线场理论
,

它心经典的 滑 移线

场理论作为其特例
,

它可用于金属加工
、

岩土丈学和构造力学平面应变问题的分析
.

作 为 初步应

用
,

用数值解确定了半无限体受刚模压入问题的滑移线场及极限载荷
,

还确定和分析了斜坡 层 状

介质重力滑动问题的滑移线场
.

一
、

引 言

塑性平面应变滑移线场理论在岩土力学和构造力学等方面的应用有着重要的意义
.

但由

于所处理的介质扩大到岩土介质
,

需要考虑静水压的影响
,

并且岩土的非均质性和各向异性

在某些尺度范围内才卜}当显著
,

因此岩土介质的破坏准则相当复杂
.

库仑准则能初步描述静水压的影响
.

对于服从库仑准则的均质体和非均质体滑移线场那

论
,

S o b o tk a (2 9 5 9 )
r ” 、

S a le n e o n (1 9 7 7 )〔
么〕、 王仁等 (1 9 8 2 )红3 〕和 M ie h a lo 。

一

sk i(1 9 5 3 ) t‘〕进行

了研究并应用于岩土力学等方面
.

近年来
,

在 构 造 力 学和岩土力学中经常使用二次抛物线

型
、

双曲线型和共它曲线型 的莫尔准则
f。 ,

一7 」;
对于这些破坏准则

,

如薛大为 等 (1 9 8 3) 〔”1

指

出
,

现有 的塑性平面沙变滑移线场理论是不适用的
.

本文首先分析莫尔准则
;

1

川七种极限曲线
,

然后运用特征线方法导出服从二次曲线型莫尔

准则的非均质休滑移线场理论的
·

般方程
,

并分析滑移线的变化规律及其力学含义
.

根据 导

出的方程
,

确定了半无限体受刚模压入和层状介质重力滑动两个问题的滑移线场及其极限载

荷
。

二
、

二次曲线型莫尔准则

一般认为
,

莫尔强度理论能较好地描述岩上介质在复杂应力作用下的破坏
.

莫尔准则可

用剪应力
‘.

和正应力 口。

表示为
:

.

潘立宙
、

薛大为推荐
.

本文为1 9 8 6年 1 1月杭州全国塑性力学学术会议宣读论文
.
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二f (a
。
) (2

.

1 )

也可 用主应力a ,

和a 3

表示为
:

R = g (P ) (2
.

2 )

其中R = (J
王
一 a 3

)/ 2
,

尸 = (a
l
+ 二3

)/ 2
,

并规定压应力为正
.

在 二。 ,
a ,

坐标平面上
,

(2
.

1) 式的图形是一系列极限应力圆的包络线即极限曲线
.

作者

认为
,

二次曲线型的极限曲线
,

既与大量岩土试验结果比较相符
,

又易于描述不同阶段岩土

介质 的破坏特征
‘’.

二次曲线型莫尔准则的具体表达式为
:

1
.

抛物线型准则
.

据文献〔5 〕有

尸一‘汀一 Z
K) 尸 + 几 (

K 一

令)
共中K为介质的粘聚强度

,

ac 为介质的单向抗压强度
,

ZK )
。

(2
.

3 )

并可推出单向抗拉强度a .
= K V (a

。
一

2
.

双曲线型准则
.

据文献〔6] 有

R
Z
=

a
一 3 a :

尸
:
+ Za :

(口份一。
‘
) 尸 +

J o
十 J ‘ 仃‘ 十a ‘

a 口
·

口看
J e

+ a * (2
.

4 )

3
.

椭圆型准则
.

大量岩石强度试验表明
,

随围压或正应力a 。

增大
,

极限曲线斜率不仅

逐渐变小
,

而且 当a 。

达到某一有限值时
,

极限曲线斜率为零
,

此时的应力状态是介质进入无

塑性体积变化的临界状态
.

对于这类试验结果
,

作者建议采用极限曲线为半个椭圆曲线的准

则
:

R
Z
=

K 1

K
Z
一 a :

(Z J r + a :

)

。么 ZK za,
。

上
-

一

牙牙 硫
-
一

-

-
一丁二 一 了 - 气 f

八一氏仁艺a, 十丙 )

十K
:

(
1 + K 七李

a :
(ZJ r + a 。

)[K
名
一 J 。

(Za , + a ,

)」
(2

.

5 )

其中 a ,
为介质达到无塑性体积变化的正应力

.

当 a 了相对很大时
,

可 处 理 为 。, 。。
,

于是

(2
.

5) 式简化为 (2
.

3) 式
,

即简化为抛物线型准则
.

与T r e s c a
准则

、

库仑准则不同
,

二次曲线型莫尔准则能够统一描述介质的张破裂和剪切

破坏
。

以抛物线型准则为例
,

破坏角拼可求得
:

1
.

「 斌 2

拼 = 2 “ r C t “n
仁

a 。
一 ZK

“ ZK
‘
+ 2 ‘J一 ZK , p 一扣一 ZK )

2

1 (2
.

6 )

上式表明介质的破坏角不仅与各种强度有关
,

而且与所处的应力状态有关
.

因此破坏角是介

质发生不同性质破坏的重要判据
.

根据抛物线型准则可以确定以下各类性质破坏的应力和破

坏角的变化范围
:

张破裂
:

一

含
一

帮
《 q
司令

一

绝 ,

拼= 0
. , 了.

= 0
,

a 。
= 一 a .

(2
.

7 )

张剪性破坏
:

a 。
一 ZK 一 2

2

a ‘ 一

< 尸 < 几二2尤
乙

拼< 拼
。,

}
: ,

}< K
, a ,

< 0 (2
.

8 )

纯剪性破坏
:

a
一 ZK

2
,

拼= 拼0, 】
: ,

】= K
,

a 。
二 0 (2

.

9 )

功 陈强
,

非均质体极限平衡理论 (198 4 )
.
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压剪性破坏
:

尸 > 口 ·

了
K

,

心脚
,

}‘ }> K, 丙> ”

(2
.

1 0 )

其中 拼。二 ;二
c ’a n 2K

a 。
一 ZK

为纯剪性破坏的破坏角
.

三
、

破坏准则与滑移线的关系

在
: , , a 。

坐标系中
,

应力圆与极限曲线相切就表示介质将发生破坏
,

该切点指示出介质

破坏面的方位
,

同时指示出破坏面上的极限应力状态
.

对 于 T re s c a
准则

,

该破坏是剪切滑

移
,

破坏面就是最大剪应力作用的截面
.

因此
,

在经典的滑移线场理论 中
,

滑移线定义为塑

性变形区内连接各点的最大剪应力方向的曲线
,

因而滑移线是两族正交曲线
.

对于库仑准则
,

该破坏同样是剪切滑移
,

但破坏面是与最大主应力。 1

夹角为 拼。

的一对共

辘截面
.

因此
,

在服从库仑准则的滑移线场理论中
,

滑移线是两族非正交曲线
,

滑移线的共

扼角 2拼
。

处处不变
.

对于二次曲线型莫尔准则
,

该破坏既可 以是剪切滑移
,

又可以是张破裂
.

若采 用抛物线

型准则
,

破坏面与最大主应力al 夹角为拼
,

拼的取值如 (2
.

7) 至 (2
.

10 )式所示
.

当拼二 0
’

时
,

只

有一个破坏面
,

即张裂面
; 当拼> 0

’

时
,

有一 对共辆破坏面
,

为剪切滑移面
.

因此
,

在图1的

。

_
_ 坐标系中

,

定义滑移线的微分方程为
:

V 广一- 一一一一
甲

-

一
一
一

.

-
一

丁 一
‘ ’ 、 ’

一
,

一
, - ·· 切 一

一一 ~
, , ,

·
- - , , ·

刃习护一 一一 a 线 (3
.

1 )

刀线 (3
.

2 )

,

犷
几

\ 。

\
。

\
“ 1

\
、

汉么
:

_

沪
.

一一
一

女
、 、

\
尸一k

户
份

弓彭
一 t· n (。、。)

;彭
一 ta n (。一。)

图 1 滑移线的定义

其中乡为最大主应力 a 、

方向与 O二 轴的夹角
.

一般情形

下
,

滑移线是两族非正交曲线
,

其共扼 角 2拌随 极限应

力状态和物性而变化
; 特殊情形 下

,

拼二 0
’ ,

两 族滑移

线退化为一族
,

其微分方程为
:

d 夕 _
二 _ _ 门

-
L肠 U U

a 戈
(3

.

3 )

于是这族滑移线也就是最大主应力。 l

的轨迹线
.

四
、

应 力 方 程

参考图 1 的直角坐标系
,

非均质理想刚塑性体平面应变问题的平衡方程为
:

妙
:

+ ”万
· , = , sin。

0 义 0 9
(4

.

1 )

七
。一 +

肠
一 : 。

os6
U 义 o y

(4
.

2 )

其中, 为体力
, 下= 袱 x

,

妇 ; 占为体力方向与 , 轴的夹角
.

对于非均质体
,

前述二次曲线型莫

尔准则中的物性参数均为位置坐标的函数
,

非均质体的破坏准则可统一表示为
:
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R = F (P
,

%
,

夕)

利用极限应力圆
_

}二应力分量的关系式
:

a
:

~ P + R c o s2 0

仃 r
二 P一 R e o sZ口

T , ,
= 尸s in Z口

将 (4
.

3) 式代入 (4
.

4) 至 (4
.

6) 式
,

然后对各个应力分量求偏导
,

.

3 )

(4
.

4 )

(4
.

5 )

(4
.

6 )

并代入 (4
.

1 )和 (4
.

2 )式得
:

(1 + 5 1·: 。。5 2。)
一

箭
+ 5 1· : 5 1· 2”

且言
一 ZF S‘· 2“

:觉
+ ZF 。。5 2“

g:
_ 。 口F

. _ 。

口F
= 廿 S zn 口一 e o s Z口 、

一 S ln 艺U 。

O 戈 口夕
(4

.

7 )

_ 。

a尸
5 I n 甲s l n Z口 。

,

十 ( 1 一 s l n 甲 c o s艺口 )
U 人

a尸

口夕

+ 2二c o sZ。 口0
+ 2凡 in Z。 口e

O X O 梦

_ 。

口F
.

_ 。

口F
二 廿 C O S O一 sl n Z口 。 十 CO S Z目 。

口 劣 口拟
(4

.

8 )

岁中
s in 甲= 口F / 口尸可从二次曲线型极限曲线上导出

,

钾 ~ 袱尸
,
二

,

夕)
,

而且有
:

。(尸
,

二
,

。)一 万一 三
、(尸

,

二
,

, )
住 ‘

(4
。

9 )

(4
.

7) 和(4
.

8) 式是关于未知函数 尸(二
,

妇
,

口(二
,

妇 的一阶非线性偏微分方程组
,

运 用特

征线方法求出其特征线的微分方程为
:

sin 2 0士s in Z拼

e o s2 0 + e o sZI‘ (4
.

1 0 )一一
夕劣dd

拼> 0
’

时
,

则在 该区域的每一 点上有两个不同的特征方向
,

于是两族特征线的微分方当一

为程

a 线

刀线

因此在该区域中
,

弓兰
一 , a n (。、 ,、)

弓艺
一 ta n (。一。)

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

当拼“ O
’

时
,

方程组 (4
.

7) 和 (4
.

8) 是双曲型的 (拼> O
。

)
.

则在该区域的每一 点上只有一个特征方向
,

该族特征线的微分方程为
:

念
一 ’a n 口

(4
.

] 3 )

因此在该区域中
,

方程组 (4
.

7 )和 (4
.

8) 是抛物型的印 = 0
’

)
.

注意到 (4
.

11 )
、

(4
.

1 2 )式与(3
.

1 )
、

(3
.

2 )式完全一致
,

(4
.

1 3 ) 式与 (3
.

3 )式完全一致
.

因此
,

应力特征线与滑移线相重合
.

当方程组 (4
_

7) 和 (4
.

8) 为双曲型时
,

用特征线方法可进一步求出应力方程为
:

a 线 名势
一 ta n (。、。)

sin Z。

笠
+ 2F 癸

+

(箕 之
一

箭黝
一 v

l
。。 S (2。一“)

雪二
+ 5‘· (2。一“)

言菜」 (4
.

1 4 )
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刀线 公兰
一 ‘一‘口一拼’

siu Z , ;

梦 一 ZF 早“ 一‘
a s产 o 名产 \

口F 口乡

日义 口s声

_ 口F 口‘ 、
口双 d s 夕 /

一 :
}一

。。 s (2 。+ 。)少
一

十 、in (2。+ 。)
一

旦梦
一

1
L u o

刀 L, o 夕 J

(4
.

1 5 )

其中口归
: 。 , a , 却分别为沿a ,

刀线的弧长微分
.

如果只考虑均质和服从T r e s o a
准则的情形

,

则有
:

F 二K
, 。 二万

侠

(4
.

1 6 )

把 (4
.

1 6) 式代入 (4
.

14 )和 (4
.

1 5) 式
,

即得到经典滑移线场理论的应力力程
.

当方程组 (4
.

7) 和 (4
.

8) 为抛物型时
,

用特征线方法可求出应力方程为
:

北
一 ’a ”口

2尸

翼
十

(
口户

’

口夕

a 见 日召

一

箭 认)
一 :

(cosa 认
一 sin 占

如 (4
.

17 )

其中a / as 为沿该滑移线的弧长微分
.

五
、

速 度 方 程

对于 (4
.

3) 式
,

当采用关联流动法则时
一 ,

有
:

￡1 = 元。a z : R 一F (p
,
、

,

, ) : 一
含

( 1一‘n * ,
(5

.

1 )

句二 0 (5
.

2 )

君3
= 几口a 3

。 。 。
,

n
、 ,

兄
,

⋯
_ 、

LI t 一 厂 气1一 % ,

, ) 」- 一 2 、1 十 5 1 且岁) (5
.

3 )

其中 ‘; ,

云2 ,

云。 是应变速度
,

兑是比例参数 (元> o )
.

把(5
.

1) 至 (5
.

3) 式变换到翔坐标系上
,

可

得
‘ = 兑(e o sZ口一 s in 切)/ 2 (5

.

4 )

云,
= 一只(e o sZ口+ s in 叨) / 2 (5

.

5 )

护
r , 二兑s in Z夕 (5

.

6 )

把 (5
.

4) 至 (5
.

6) 式的兑消去
,

得到

d 厂
,

.

_ 。
、

口厂
,

(s l n 切 + c o sZ口) 。 -

一 (s ln 甲一 c o s艺口 ) 刀
, . ’

二 U

L, 汤 以分

(5
.

7 )

5 in Z口
口厂

:

a 戈

一 c O S Z“

背一
2“

份 一
‘· 2口

说
,
一 “

(5
.

8 )

其中犷
: ,

厂 ,
为位移速度

.

运用特征线方法求出
,

当 产> o
‘

时
,

方程组 (5
.

7) 和 (5
.

8) 式是双曲型的
,

其速度方程

为
:

a 线 二 ta n (0 + 拜)
,

瓮:
。
一

t二 (“、
一

。)

釜
一 0

(5
.

9 )
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刀线 弓娄
一 t二(“一 。)

,

瓷
+ ‘二(“一 ; ,

瓷二 O (5
.

10 )

当“二 0
’

时
,

方程组 (5
.

7) 和 (5
.

8) 式是抛物型的
,

其速度方程为
:

尸丹O

于a
�
d
�

咖 二 t a
no

d X

+ t一。吩
一 。

( 5
.

1 1)

从上可知
,

速度特征线与滑移线重合
.

在方程组 ( 5
.

7) 和 (5
.

8) 式为双曲型的区域上
,

任何一点的位移速度分量 犷
: ,

厂, 与 速度

特征线上的位移速度分量厂
。 ,

V , 有如下关系
:

F
:

= 犷
。 e o s (口+ 拼) + 犷, e o s ( 0一拼) ( 5

.

1 2 )

U 一= 犷
a s i n 州 + 拜) + 犷, s in 叨一拼) ( 5

.

1 3 )

把 ( 5
.

1 2 )
、

( 5
.

1 3 )式代人 ( 5
.

9 )
、

( 5
.

1 0 )式
,

经整理得
:

a线 d犷
。

+ 犷 , s i n Z户d 州一户) + e o sZ拼d厂 , = o ( 5
.

1 4 )

刀线
e 0 5 2拼d 犷

。

一 厂
a s in Z拼d ( 0 + 拼) + d 厂, = o ( 5

.

1 5 )

对于T re s o a
准则

,

拼二可 4 ,

代入上二式得
:

d厂
。

+ 犷 , d o二 0 ( 5
,

1 6 )

d厂, 一厂
。
d o二 0 ( 5

.

1 7 )

这就是G e i r in g e r 方程
。

在方程组 ( 5
.

7 )和 ( 5
.

8) 为抛物型的区域上
,

任何一点的位移速度分量 U
: ,

犷, 与 速度特

征线上的位移速度厂
,

有如下关系
:

厂
二

== 厂a e o so
,

厂, = 厂 , s i n 乡 ( 5
.

1 8 )

把 ( 5
.

18 )式代入 ( 5
.

1 1) 式得到速度方程为
:

d厂
。
= O ( 5

.

1 9 )

( 5
.

14 )
、

( 5
.

15 )和 ( 5
.

1 9) 式都表示沿速度特征线 (滑移线) 的相对位移速度变化为零
。

表 1 不同强度比值几/K 的极限载荷分布

少州



服从二次曲线型莫尔准则的塑性平面应变滑移线场理论

六
、

半无限平面受刚模压入问题

作为初步的应用计算
,

作者采用均质体的二次抛物线型莫尔准则 (2
.

3) 式
,

编制了滑移

线场三类基本边值问题的电算程序
.

对于半无限体受刚模压入问题
,

参考比 较 符 合 实际的

H ill 解
〔. ’,

编制了源程序
,

输出结果包括数值计算数据和计算的滑移线场图形
.

由于滑移线

场和极限载荷分布是关于冲模中轴线对称
,

所以计算时只考虑其右侧
.

极 限载荷尸
。

的分布以

无量纲量尸c/ K 表示
,

主要计算结果见表1
、

图 2 和图 3
.

朴仁l"

协⋯
\

了
下、

‘

乏
、

厂
、

一{
尸

:

/兀

2 公

子

图 2 几/ K 二 3的滑移线场和极限载荷分布

图 3 。
。

/ K “ 6的滑移线场和极限载荷分布

表 l的B / 2为冲模的半宽度
,

几 / K 增大表示介质强度增大和脆性显著
.

计算和分析结果表

明
,

当a o

/K 二 2时
,

抛物线型准则 (2
.

3) 式简化为 T re s o a 准则
,

因而得到的就是 H ill 解
,

极

限载荷均匀分布
,

如表 1所示
.

随几 / K 增大
,

极限载荷迅速增大并呈非线性分布
,

同时
,

进

入塑性变形的区域变宽
。

七
、

层状介质重力滑动问题

层状介质重力滑动间题的滑移线场已有不少的研究“ 。 ,
“ J ,

但 其 中主动状态的滑移线场

没有完全作出
.

下面用服从均质体二次抛物线型准则的滑移线场理论分析该 间 题 的 滑移线



场
。

层状介质重力滑动的力学模型如图 4所示
.

分析中考虑了孔隙流体压力P的作用
.

以有效

应力口
二 ,

口 , , 于
: ,
表示的应力平衡方程为

:

竺
·

十叮
· ,

口X o y
(7

.

1 )

口于
, ,

一 二
二

~ 卜

口劣

口口,

a夕

_ : sin 。一

势
_ : C 。s。一势 (7

.

2 )

当层状介质内部每一点都处于极限平衡状态时
,

各点上的应力都满足以有效应力表示的

抛物线型准则
.

于是求出层状介质的极限应力状态为
t ’“, :

于
二 , = , 夕sin占 (7

.

3 )

厅 , = , (i 一冲), e o s己 (7
.

4 )

风= (口
,
十 a 。

一 ZK )士2 斌 凡
么
+ (可二厄K )厅

,
一 于儿 (7

.

5 )

其中刀为孔隙流体压力 与静岩压力之比
.

(7
.

3) 至 (7
.

5) 式包含了两种极限应力状态
,

即主动状态和被动状态
.

具有代表性的极限

应力随深度分布如图5所示
.

根据图 5 的极限应力分布
,

可作出层状介质灼滑移线场如图 6 所示
.

在图6(a) 中
,

从顶

面往下至 一定深度只发育一族滑移线即 拼= 0
。 ,
分清形

.

再往深处发育两族滑移线
,

其共扼角

图 4 层状介质重力滑动的力学模型 图 5 极限应力随深度的分布

2 # 逐渐增大
.

在图 6 (b) 中发育两族沂移线
.

其共扼角 2拼随深 {
_ 「

芝逐渐增大
。

图 6 (a ) 中的刀族滑移线表示滑动断裂
.

在只发育 一族滑移线的深度范围内
,

断裂的断面

力学性质为张破裂 (拼= 0
.

)
,

可以确定其发育深度为
:

(几一 ZK 一 2 口‘)(1 一叮)e o sd + { (a 。
一 ZK 一 Za ‘

)
么
(1 一刁)

“e o s Z
占

夕‘二
+ 4 (K Z一 J 了)〔(1 一刀)

“e o s Z占+ sin Z
d ] }

‘/ 2

2 ? 仁( 1一刀)
“e o s Z

己+ sin Z
占」

(7
.

6 )

在深度大于 夕.

的层状介质下部
,

滑动断裂呈缓倾角的铲形
,

其断面力学性质由张剪性
、

纯剪

性向压剪性变化
.

层状介质重力滑动滑移线场的确定
,

在构造力学领域具有重要的实 际 意 义
〔’2 ’,

同时
,

在工程地质等方面也具有
一

定的意义
.

本文得到王维襄副教授的悉心指导
,

在此表示感谢
.
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图 6 层状介质重力滑动的滑移线场

〔3 1

[ 4 〕

[ 5 ]

〔6 〕

[ 7 〕

〔8 1

〔9 〕

[ 1 0〕

〔1 1〕

〔1 2〕
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Qu a d ra tie Lim itin g Cu rve s

C h e n Q ia n g

(C e ”亡e r fo o A ”a 不, s‘s a ”d P re d‘e才玄。”
,

S 公a 公。 S e‘s协0 1叩‘e a 王B 。, e a 。 ,

B e ij‘”g )

A七stra e t

In this p a p e r ,
th e slip 一 lin e fie ld th e o r y o f p la n e p la s tie s t r a in d e a li n g w ith

M o li r ’ 5 e r it e r i o n e二p r s s e d by q u a d r a t ie lim itin g e u r v e s 15 p r e lim i n a r ily e s t a b lish e d
.

It

ta k e s th e e la s s ie a l s lip 一 li n e fie ld tb e o r y a s it s s p e e ia l e a s e , a n d it e a n b e a p p lie d t o

th e a n a lys is o f p la n e 一 st ra i n p r o b le m s i n m e ta l p r o e e ss i n g
, r o e k a n d 5 0 11 m e e h a n ie s

a n d te e t o n o m e e h a n ie s
.

A s p re lim i n a r y a p p lie a t io n ,
th e s lip 一 lin e fie ld a n d lim iti n g

lo a ds o f fla t p u n e h i n d e n ta ti o n p r o b le m a r e d e t e r m i n e d b y n u m e r ie a l s o lu ti o n , a n d

th e s lip 一 11且 e fie ld o f b e d d e d m e d iu m g r a v it y 一s lid in g p r o ble m 15 d e t er m i n e d a n d d ise u s -

se d


