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摘 要

本文给出了与M a n g le r

变换相类似的变换
,

它们将两种过流通道中进口段轴对称层流 边 界层

流动转换成平面层流边界层流动
,

使间题得到简化
.

简化后的方程可以用已有的平面 层 流边界层

理论加以解决
,

从而为人们开辟一条解决轴对称通道进口段流动问题的新途径
.

月U 舀

C T e

lla
H
oB “ 」和 M a n g le r 〔“〕提出了一个变换

,

它将绕轴对称物体上层流边界层流动问题

转换为一个虚构的二维平面物体边界层流
!

动问题来解决
.

一般称此变换为 M a

雌 le r变换
,

自

此 以后为人们解决绕轴对称物体上层流边界层流动问题提供一条新的简便途径
.

但对于轴对

称通道中层流边界层流动问题一直无人问津
.

实际上解决这个问题还要难
,

因为它没有象绕

流那样的自由边界
,

这样就等于增加了约束条件
.

本文作者将M a
叱le r 变换推广应用到过流

当中来
,

给出相类似的变换
,

它们将平行元板间进 口段轴对称扩散层流边界层流动和圆管进

口段层流边界层流动
,

分别转换成为二维平面层流边界层流动
,

使问题同样地得到简化
.

二
、

平行圆板间进 口段轴对称扩散层流边界层

由文献 仁3〕知
,

平行圆板间进口段轴对称扩散层流边界层流动 (见图1 )
,

其边界层运动

方程和连续性方程式有如下形式
:

口u
.

口u d u 。
.

日Z u

“
击 十 “

即 = uo ary 十 ,

即
2 (2

.

1 )

口(r y )

口梦
(2

.

2 )

边界条件为
:

夕“0
: u = 0

, v = 0 ; 夕二 d
: u = u 。 (2

.

3 )

这里r
,

夕

—
圆柱坐标系下坐标

, “ , v

—
径向(, )和法向(妇分速度

, 。。

—
边界层外侧势流

速度
,

d

—边界层厚度
, v = 可p

—运动粘性系数
,

拼

—
动力粘性系数

,

p

—流体的密度
.

方程(2
.

1)
,

(2
.

2) 和文献 〔1〕中绕轴对称物体的边界层方程在形式上完全一致
,

但其 中

.

钱伟长推荐
.
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图

各项 含义不同
。

除了连续性方程外
,

边界层运动方程式与平面二维层流边界层运动方程完全

一样
.

现在来寻求一坐标变换
,

使其轴对称边界层方程(2
.

1 )
,

(2
.

2) 转换成二维平面边界层

方程的形式
.

为了求得这个变换
,

设

尹= f(
r )

,

夕= g (r
,

夕) (2
.

4 )

有

(2
.

5 )

(2
.

6 )

a勺agar+
口抑

�1

gr
a匆得口口

口 _ d f
口r 一 d r

a = 口g 一

口y 口g

用 ( 2
.

5 )
,

( 2
.

6 )式代换 ( 2
.

1 )式
,

「 d 沪 口u

u

L沂 口, 十 霏」
+ ·

l盯
一

。

会 豁
十

势 粼
·

( 2
.

7 )

化简整理上式
,

并用d f/ d : ( 特0) 去除
,

得

ag ag
“
补 + v 口夕

d f /dr

/ ag \ 2

、口y /

df / d
r

‘

口u d u 。

a歹 = “。 J ,

为
_

。 (
口夕

一

口歹 \

口g

+ 粼
·

粼
+

d f /d r

认 口u
’

v 口歹 ( 2
.

8 )

�

、.,/gg

对 ( 2
.

8) 式如果采用下列变量变换
:

云( 尹) 二 u ( r )
,

V ( 尹
,

歹)二 v ( r ,

夕)
,
叮。( 于) = u 。 ( r )

万 ( r
,

歹)
一

(u留
+ ·

黔/ 烹
( 2

.

9 )

并且令
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叹 ):/ 多
一‘

晶粼黝
一

穿
一 ”

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

则(2
.

8) 式就转换成二维平面层流边界层运动方程式形式
,

即

口反
.

_ a 反 _
d 舀

。 .

口么万
“

打 十 ”

峋 一晰 d 衬 十 ,

勺
“

(2
.

1 2 )

为了确定 浏 ,
,

歹)
,

必须先来确定f(
r )

,

g( : ,

妇
,

为此积分(2
.

1 1) 式得

口口/ a梦二 月( r )
,

g (r ,

夕)= 卫 (r )梦+ B (r )

由(2
.

1 0 )式知

d f/ d
r 二 A

“
(, )

式中A (r) 仅为
r 的函数

,

为使 , = O时歹二 0
,

应取B (, )二 0 ,

所以

歹= g (r
,

夕)= A (r )夕

为了确定 月(r )
,

利用连续性方程式(2
.

2 )
,

由于

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

a (r “ )

口r

二 反丰 r

口(r u ) +

日了

d f 口反

J r a 俨

口(r u )

日歹

+ r
口云

口歹
(2

.

1 6 )

和

a (r : ,

)

口夕

口口

a歹
(2

.

1 7 )
g夕口口

犷
一一

//
了

//飞
口

I
J门

se
ee

则 (2
.

2) 式变成为

口云
.

「丽 口g 口云
又二 + l

一 + 丫 二二 +
a 尹

’

L r
’

日r a歹

为使上式具有二 维平面连续性方程式的形式
,

口J 「反 口刃 口反

a 军 L r O r a y

对变换(2
.

9) 式中以 了
,

妇求导数
,

得

a g a 沙

a夕 口歹

必须有

口g 口口

口夕 口歹

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

「 a g a 忍
,

a g 口口
.

_ a / 日g 丫1

”。 _ L 。
, a家十 a。 。歹 十 “ 。歹气a r

月
a歹 一 d f/ d

r

(2
.

2 0 )

比较(2
.

1 9 )和(2
.

2 0 )式
,

可得到

但
一

晶(黔 (2
.

2 1 )

粼黔
一

分扮
’」/A (r ’

因此

d月 (r )
一 d r / A (r ) (2

.

2 2 )

积分上式
,

得卫(r )二 cr
, c

—
积分常数

.
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由于对抓 : ,

妇量纲的考虑
,

积分常数
c
应具有L

一 ’

量纲 (五

—特征长度)
,

在此取L = h,

h

—平行圆板间距离
,

所 以 A (: )= :
/h

.

于是变换
歹“ g (r

,

, )= g r
/ 人 (2

.

2 3 )

根据 (2
.

14 )式
,

得

d f/ d
r = r “

/ h
么

积分后得变换

, 一 , (, )一

弄 (2
.

2 4 )

因此有

。(,
,

, )一

)梦
· +

(2
_

2 5 )

因此在(2
.

9 )
,

(2
.

2 3 )
,

(2
.

2 4 )变换下
,

可将轴对称边界层方程式 (2
.

1 )
,

(2
.

2 )转换为

二维平面边界层方程的形式
.

边界条件 (2
.

3) 可转换为下列形式
:

(2
‘

2 6 )
l
、

!
一移

o一一一一
一,一口

、

、.产

s。门�
0
�

二r
�

h
一
犷=

口厄、了

仇
一
占一一一一

介万刃,

摩擦应力有下列相关性
:

于二 = h: 。/ r

( 2
.

2 7 )

其中
f , 一 。

喘 )
, 一 。 ,

, 叨一厄

嚼 )
; 一 。

三
、

圆管进 口段轴对称层流边界层

由文献【4了知
,

圆管进口段轴对称层流边界层 ( 图 2 示 )
,

其边界层运动方程式和连续性

方程式有如下形式
:

日u
.

口u J u 。
.

v

日% 十 U a r 招 u 0
) 义 十 r ( 3

.

1 )

a ( r u )

a x

+ ”
仃岭 = 。

口r
( 3

.

2 )

式中
r二 R 一协

边界条件
:

夕= O: u == 0
, 刀二

呀o

( 3
.

3 )
、L‘J

nU

y = 合
: u“

这里 二

—
沿壁面方向坐标

,

—从管轴起算的径向坐标

r = 尸一助

“ , 。

—
%

, : 方向相对应的速度分量
石翁

二

j

—边界层厚度

R

—
圆管半径

图 2
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将方程式 (3
.

1) 简化为下列形式

(3
.

4 )

式中

由于

a u
.

,

口u d u 。

口Zu

U _ 叶~ V _ 二二二 U 。 ‘ 一 州一 梦
口义 口 r

一

a r d r ‘

。 产= 。一 , ,

/
r

a (r y ,
) 口(r y )

口r 口犷

(3
.

5 )

则 (3
.

2) 式变为

口
分

u ) + ”(丁
v ‘

) 一。

O X a r
(3

.

6 )

可见
,

(3
.

4 )
,

(3
.

6 ) 式与 (2
.

1 )
,

(2
.

2 )式在形式上完全

(3
.

6 )通过变换转变为二维平面边 界层方程的形式
.

如果引入新变量 无
,

矛
,

与变量 ,
,

rfl 勺变换关系式
:

公二M (% )二 义 3
/ 3R

“ 1

护== Z V 吸劣
, r ) = r % / 厂 J

和

一

样
,

因此
,

相类似地可将 (3
.

4) 与

(3
.

7 )

(3
.

8 )V
R劣。(, )一(! )

,
。(,

,
, )一丁犷

· +

由变换 (3
.

7) 得出
:

尹尸
一一

。叙

(3
.

9 )

、
.

!
、/ilja沂rR

+
a旅a衍

戈R
一一

口ar

在(3
.

4) 与(3
.

6) 式中进行转换
,

则容易得出

·

翼
+ 。

言擎
一 。。

会
+ ·

言渠 (3
.

1 0 )

和

(3
.

1 1 )八U

一一

一沙一r口口
+

一U一劣口口

可见
,

它们 与二维平面边界层方程式在形式上是完全一样的
.

边界条件(3
.

3) 转换为下列形式
:

歹二 O: 反= O
,
方= O

; 一占一 弃
占

: “一 “。 (3
.

12 )

摩擦应力有下列相关性
:

(3
.

1 3 )
R义

一一一一
一

匈
一

向

式中

、

喘 )
, _ 。 ,

。 一。

峨 )
, , 。
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