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摘 要

迭代过程是弹塑性边界元法的核心部分
,

文中对边界元弹塑性分析的迭代收敛性 问 题作了详

细地理论分析和讨论
.

边界元法是 目前国际
_

曰卜常流行的数值分析方法
,

和有限元法相比
,

它最有意义的特征

之 一是很小的方程组和处理问题时
一

所需的数据大大地减少
.

此外
,

结果的数值精度高
.

计算

机时省和所用计算机内存少也都是边界元法的明显优点
.

这在三维问题中会变得尤其突出
.

把边界元法应用到弹塑性问题上是S w e d lo w 和 C rus e t ‘〕在1 9 7 1 年首先提出来的
,

经过一

系列作者’“一 日’的努力
,

已经形成了二维和三维问题的完整的边界元解法
.

弹塑性边界元法常可分为初应变法和初应力法两种
,

初应变法限于应变硬化材料
,

而初

应力法则可包括理想塑性
,

塑性硬化和塑性软化在内的塑性流动特征
.

了为下面叙述的完整性
,

作
〔’一 , 。: .

、

弹塑性问题的边界元提法

这里只简要提及一下有关的部分
,

详细的叙述可参阅有关的著

对于给定的任一点互处的位移增量O(幻由恒等式
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这里
,

子‘(n )
,

公‘(助是边界上的力和位移增量
.

方各(妇是域内L点的初应力
,

以及G ‘, (云
,

n )
,

H
‘, (云

,

助和凡
, 。(七

,

‘)为 K bl vi n 基本解
,

分别对应于无限介质中集中载荷作用下的位移作用

力和应变
.

方程 (2
.

1) 是边界元初应力法边界积分方程的形式
.

对于初应变法应改写为
:

c (; )。(。)一

}
G (“

,

。)‘(。)d厂(。,

刃

一

{
H (“

,

”, 。‘”, “r ‘”,

D (仁
,

乙)已, (‘)d口(乙) (2
.

2 )

月

l
�g

十

若将积分区域和边界离散为有限个子区域
,

通常称为单元
,

并用单元的节点值来插值相

应的物理量
,

即
,

口= N bQ

t== N b 毛

吞关 = Nl方关 { ( 2
.

3 )

其中
,

N“和NJ
分别为边界和内部单元上的插值函数矩阵

.

由方程 ( 2
.

1 ) ,

则有
,

e 。= 乙 ( G二瓦) 一 乙 ( H盖氏)

( 2
.

4 )

+ 乙 (B 柔砒 )

式中 G :一{
G N Od r

刃 ”

H :一

I
HN吞d r

r 月

B : 一I
BN 了

d“

( 2
.

5 )

当亏点依次取遍所有节点时
,

由方程 ( 2
.

4) 代入边界条件后
,

可以得到矩阵方程
:

A义= e 甲+ B
,
方‘

和 O二 F又+ E伞+ B
:
亡,

其中 X :

边界未知量向量
。

Y
:

边界条件向量
.

u
:

域内节点位移向量
.

同样
,

由方程 ( 2
.

2) 最后也可写成
:

A又= e 常+ o
:
云

,

和 U = FX + EY + D
:
云

,

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

( 2
.

8 )

( 2
.

9 )

在弹塑性问题 中
,

由于初应力 亡各和初应 变弓
‘

不能预先知道
,

故方程 ( 2
.

6) ~ ( 2
.

9) 的

求解要采用迭代法
,

这在有限元的非线性分析中我们 已经很熟悉 了
.
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三
、

弹塑性迭代过程的收敛性

为了叙述方便
,

我们先来分析讨论方程 (2
.

7) 的迭代收敛问题
.

把方程(2
.

6) 代入 (2
.

7) 中有

0 = 比+ B台关 (3
.

1 )

这里 火= (FA
一 ‘e + E )宁

B = (FA
一 IB

, + B
:
) } (3

.

2 )

写成迭代形式为
:

O
‘+ ;
二火+ B吞李 (3

.

3 )

由初应力的定义
:

吞誉二勿
“

云
。

一勿
。尹
云

a

== 勿馆
。

(3
.

4 )

以及单元上的应变
一

位移关系
:

云
。

= ON
·

自
。 , (3

.

5 )

可以写出

亡曹二 6 ,
·

ON
·

Q
a

, (3
.

6 )

首先
,

利用矩阵变换T
。

把衅变换为与 尹 维数相同的向 量衅
,

使它的第 a块矩阵元是此
。

而其它元素全为零
.

再利用局部与整体之间的BOO lia n 变换矩阵A
。 ,

可 以很容易地 把 口
。

, 和 此表示为
:

自
a

, = 月
a , U (3

.

7 )

和 了: 二才
。

台‘ (3
.

5 )

把 (3
.

7 )和 (3
.

8 )代入 (3
.

6 )中
,

有

丁
口

万
a

台, = 丁
。

幼
,
aN月

。
, 0 (3

.

。)

对下标a求和
,

注意到

乙 T
。

才
。

= I (3
.

1 0 )

则有
方‘ = 乙 {T

“

, ,。NH
a

, }0 (3
.

1 1 )

上式中的求和项可 以表示为两个矩阵的乘积
,

因此
,

我们有

方釜二 勿
,
aNU

利用 (3
.

1 2) 式
,

可以把 (3
.

3) 式改写成我们熟悉的迭代形式
:

方f’+
,
二M

, + 忍 aN B亡于

(众
。
= 汤

,

a~N 比)

或者 台认
,
= M

,

+ S
,

Q
。
云犷

其中

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

Q
,

= 勿
“

aN B

S
。
= 幼

矛

勿
“ 一 ‘ } (3

.

1 5 )

对角线超矩阵葱
。

自勺任一子矩阵元素可以表示为
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勿
.

v
。

沪v
。

沪,

诃 + V
。

势r必
.

V
,

劝
(3

.

1 6 )

式中
,

V 神表示塑性势劝在a 一

空间上的梯度
。

显然
,

(3
.

1 4) 和 (3
.

3) 在收敛性上是一致的
.

现在
,

为了完整起见
,

我们先来回顾几个数学定理
.

对于任一给定的矩阵 A
,

当且仅当所有的特征值模数小于 1 时
,

小于 1时
,

矩阵A 的幂趋近于零矩阵
,

即

lim A
”
二 0

或者说A 的谱半径P( A )

. 一卜 (K〕 (3
.

1 7 )

因此
,

可以得到
:

引理 1 设有迭代公式

X ‘+ :二 B X ‘+ f

若p (B )< 1 ,

则迭代法收敛
.

引理2 变换T
一 ‘A T 不改变A 的特征值

.

为了矩阵乘积A B 的非常重要的上界估计
,

我们有
.

引理3 如果A r A = A A , 和B , B 一 B B , ,

则有不等式

户(A B )簇P (A )
·

户(B )

显然
,

矩阵A和B 的对称性就是充分条件
.

有了这些知识我们可回过来研究 (3
.

14 )的迭代收敛问题
,

我们说(3
.

1 4) 式决定塑性初应力增量的第 左次迭代收敛
,

}}台t 一 台蓄
一 , }{< 占

在上式中 }
·

}表示某一矢量范数
,

而d是任意小的正数
.

若采用 V o n M ise s 屈服准则
:

(3
.

1 8 )

(3
.

1 9 )

即对p (S
。

Q
,

)给予定量的估计
.

是指满足条件

(3
.

2 0 )

, (。)一

杏
。 ; 。

一
“ :
一 ”

(3
.

2 1 )

则 S
,

的任一对角线子矩阵 (3
.

1 6) 可 以写成
:

2拼

甲 , + 3拼
SSr

(3
.

2 2 )

其中
,

S 二

容易看出

;
·

含
,

丙是偏应力矢量
,

、、
别为材料硬化参数和剪切模量

·

, ’ ‘一

抵言
‘。: 。

办
一

; (3
.

2 3 )

S
。

S 二
2拼

甲 ,
+ 3拼

S(ST S) =
3拼

沪/
+ 3拼 (3

.

2 4 )

则知
,

P( s
。

) 等于 拼/ (诃 /3 + 川 的最大值
.

应该注意到这个结果 对于 蕊
为

,

感
, 是以Sa 为对角线的超矩阵

,

则每个 s
。

的特征值也都是 瓦的特征值
.

对于 Q
,

矩阵
,

它的物理意义在于把初应力和真实应力联系起来了
.

(Q
。
一 I)方餐 = 方

也是成立的
,

因

(3
.

2 5 )
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考虑到
,

如果给定的是齐次边界条件
,

则 由边界积分方程可以得到

U二 B厅关 (3
.

2 6 )

则由

方二幼
“云一 台关 (3

.

2 7 )

立即可 以写出

台= 勿
“

ON B方关一台关 (3
.

2 8 )

这就证明了(3
.

25 )式
.

设存在一个只受初应变沙的系统
,

则虚功原理的形式为

叮T 云d 口
(3

.

2 9 )

碑

l
�口

一一
n
�

一一

·

W

积分后
,

它给出

仃 , 口云= 叮全口云
e

+ 仃 T口云
,
二 0 ( 3

.

3 0 )

其中
,

口应理解为广义的体积超矩阵
.

若系统只承受初应力砂二勿
“

沙
,

则上式可以写成

￡e , 口亡二 一 云
“ r口方开 ( 3

.

3 1 )

由方程 ( 3
.

2 5) 和 ( 3
.

31 )马上可以得出结论
:

(I 一 Q
, )的特征值只能是几= O和兄= 1

,

这对

于 Q
,

同样是正确的
.

对于静定杆系结构
,

矩阵 Q
,

的全部特征值等于 1
,

这可以由以下事实得

出
,

即
,

在静定结构上作用任何初应力尹 所引起的真实应力只能是零
,

每增加 一个多余约

束
,

就有Q
。

的一个零特征值
,

这样
,

Q
。

的最大特征值或谱半径就是 1
.

同时
,

也表明存在一

个满秩矩阵犷
,

使

Q
。
二厂

一 ‘

Q
。
F

成为对角矩阵
.

现考虑变换

厂
一 ,

(亏
。

Q
。 )少

/

= (犷
一 ,

瓦厂) (犷
一 ,

乐犷)二亏
。

奋
, ( 3

.

3 2 )

注意到
,

由于边界积分方程中积分核的奇异性
,

通常Q
,

会显示出一定 的对 角优势
,

这

样
,

可以近似地认为
,

变换阵 V 为正交矩阵
,

即有

犷
一 1= 厂T ( 3

.

3 3 )

这样
,

我们可以看到由于 S
,

的对称性
,

则估计式 ( 3
.

1 9) 对于 S
。

Q
,

是成立的
,

再由引理

2
,

立即可 以得到

X飞

、龟.产”‘瓦
’

翻《
3拼

切 , + 3拼 ( 3
.

3 4 )

这样
,

我们证明了
:

对于硬化材料
,

材> 0 ,

初应力法永远收敛
,

当 诃《 o 时
,

则不一

定
,

但经验表明
〔. ’,

对于理想弹塑性材料
,

训二 o
,

边界元初应力法也能单调收敛的
.

下面我们来简要地讨论一下初应变法的迭代收敛性
.

将 ( 2
.

8 )代入 ( 2
.

9 )中有

O= 火+ D云
,

〔3
‘

3 5 )

其中

D 二 ( FA
一 ‘
D

j
+ D

Z )

由塑性流动法则不难得出

3
.

3 6 )
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叱 SSr勿
“
(云

“

一云二) (3
.

3 7 )

按着前面叙述过的
“

膨胀
”

过程
,

把(3
.

36 )代入 (3
.

37 )中后
,

则有
云

,
= 向

。

+ 瓦西
。

云
,

这里

助
。

= 可涵火

亘
。

= (枷。一 l)

而瓦为一超对角线矩阵
,

其任一元素矩阵为

( 3
.

3 8 )

(3
.

3 9 )

。 1 。。 二 ~
。

) a

=
, ) ) ‘

圳
“

甲
(3

.

4 0 )

能够证明矩阵ssr和勿
“

是可以交换的
。

贝11有
〔“ 1

55 , 勿
“
== 勿

“
5 5甲= 2拼SSr

因此
,

S
。

又可以写成

(3
.

4 1 )

(3
.

4 2 )

由此可知

= 尸付、
\ 甲 / m a x

(3
.

4 3 )

一一侈Sap

对于矩阵Q
。 ,

它的物理意义是把弹性应变云
“

和初应变云
,
联系起来了

,

即
,

云
e

= Q
。

云,

故由(3
.

3 0) 和 (3
.

44 )可以得到
:

Q
。

的特征值只能是几= O和几二 一 1
.

因此
,

我们可以断言
:

(3
.

4 4 )

p ‘瓦氨, ( (罗)
m a x

(3
.

4 5 )

对于大多数软金属
,

比值 (3川扩)比 1要大得多
.

但幸好从上式不能作 出 这 样 的结论
,

即
,

瓦和认的谱半径有任何一个大于 1 ,

迭代法就会发散
,

实践中证明
:

初应变法 有时可以

解决3拜/训比 1大得多的实际问题
.

这一点可由以下事实来说明
,

即在静不定次数不太高的系

统中
,

例如杆系或薄板
,

矩阵Q
。

的特征值大多数等于零
.

值得补充说明
,

上述初应力法和初应变法收敛性的讨论是假设按着文献 仁6〕提出的由有

限差分方法计算初应力或初应变
,

边界元中常见的另一种方法是用关于应力的边界积分方程

直接计算内部应力
,

这时
,

只要认为位移方程与应力方程的收敛性一致
,

则前面的讨论仍然

是适用的
.

事实
_

L
,

我们总可以将收敛准则建立在初应力或初应变上
.

这样
,

我们上面得到

的结论就具有普遍的意义
.

四
、

结 论

对弹塑性边界元法迭代收敛性的讨论是完整的边界元理论不可缺少的部分
,

为加速迭代

过程的收敛提供了 一定的理论依据
.

在某些弹塑性情况下
, 一

可能无法避免迭代过程的发故
.

这时
,

发散意味着结构的真实适
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