
文章编号: 1000_0887(2004) 08_0847_08

奇异扰动的 p_Laplace方程非负非
平凡解和正解的结构
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摘要 :  精确地刻画了某些奇异扰动的 p_Laplace方程非负非平凡解和正解的结构# 利用上下解方

法证明,方程存在很多非负非平凡的尖峰解和正的过渡尖峰解# 当参数充分小时还对每个尖峰解

支集的上下界进行了估计# 
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引   言

我们研究下面奇异扰动的 p_Laplace方程

  
- :$pu( x ) = f ( u( x ) ) ,   x I 8,

u \ 0,  x I 8 ; u( x ) = 0,  x I 5 8 ,
( S)

其中 $pu = div( | Du | p- 2Du) , p > 1, div和 D分别表示散度和梯度, 8 < R
N
(N \ 1) 是有界

光滑区域, : > 0是小参数# 

方程( S)是研究非牛顿流体的数学模型,参数 p 表示介质的特性# 当 p > 2时,表示扩张

流;当 p < 2时,表示拟塑性流# 若 p = 2, 则表示牛顿流(见[ 1, 2]及其文献索引)# 另外,方

程( S)在气体通过多孔媒质的扩散及化学活性混合气体的自燃理论等许多方面也有广泛的应

用(见[ 3]及其文献索引)# 

令 u: I W
1, p
( 8 ) H C

1
0( �8) 在弱意义下满足(S) ,若在 8上, u: \0, u: /S 0,则称 u: 是一个

非负非平凡解; 若在 8 上, u: > 0,则称 u: 是一个正解# 

方程( S)及其半线性问题 ( p = 2) 已经有很多学者在进行研究(见[ 4~ 8]及其文献索引)# 在

文[ 4]中, Guo和Webb证明了( S)正尖峰解的存在性,此时, f I C
1+ R

( R ) (0 < R < 1) 满足以

下条件:

( f1) f (0) = 0,和 lims y0
+ f ( s ) / s

p- 1
= - m < 0;

847

 应用数学和力学,第 25 卷 第 8期( 2004年 8 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2002_11_05; 修订日期:  2004_03_08

基金项目:  国家重点基础研究专项基金资助项目 ( 1999032801) ; 国家自然科学基金资助项目

( 10371095)

作者简介:  张正策( 1976) ) ,男, 河南邓州人,讲师, 博士,主要从事偏微分方程理论研究(联系人. Tel:

+ 86_29_82671775; E_mail: zhangzc@ mail. xjtu. edu. cn)# 



( f2) f 只有两个正零点z 1和 z2,满足: z 1 < z 2,并且存在 D> 0和 M > 0, 使得当 s I ( z 2

- D, z 2) 时, f c( s) < 0;当 s I (0, z 2) 时,有 f ( s ) [ M ( z 2- s)
p- 1

;

( f3) Q
z

2

0
f ( s)ds > 0# 

在[ 6, 8]中, 当f ( s ) = ( s - z 1) ( s - z2) ( z 3- s) , 0< z 1< z 2< z 3和Q
z

3

z
1

f ( s )ds > 0时, Dancer

和Wei证明了( S)半线性问题正的过渡尖峰解的存在性# 

我们将着重讨论当 f I C
1
(0, ] ) H C ( [ 0, ] ) ) 满足条件( fc

1 )、( f2)和( f3)时,方程( S)非负

非平凡解的结构,其中( f c
1)如下:

( fc
1 ) f (0) = 0, lims y0

+ f ( s ) / s
X
= - m1, lims y 0

+ f c( s ) / sX- 1
= - m2, m1, m2 > 0是常数,

0 < X < p - 1# 

同时,我们也考虑 f 变号时( S)正解的结构, f (0) = f ( a1) = f ( a2) = f ( a3) = 0, 0< a1<

a2 < a3# 即 f I C
1
( (0, ] ) \ a1 ) H C( [ 0, ] ) ) 满足以下条件:

(F1) lims y 0+ f ( s) / s
p- 1

> 0, lims y 0+ f c( s) \ 0,存在 s0 > 0使得 f c( s) \ 0, s I (0, s 0] ;

并且 f ( s ) > 0, s I (0, a1) G ( a2, a3) ; f ( s) < 0, s I ( a1, a2) G ( a3, ] ) ;

(F2) Q
a

3

a
1

f ( s )ds > 0;

( F3) 存在 D> 0和 0 < X< p - 1,使得 f c( s ) < 0, s I ( a1- D, a1+ D) \ a1 , 并有

  lims y a
1

f ( s)

| s - a1 |
X- 1

( s - a1)
= - C1, lims y a

1

f c( s )
| s - a1 |

X- 1 = - C2# 

C1, C2 > 0为常数, f c( a3) 存在且为负数# 

显然, 由( F1) ~ ( F3)定义的非线性项要比[ 6, 8]中复杂# 由[ 9,定理 5] (或见[ 10] )可知,当

且仅当 f 满足

  - f ( s) [ B( s ) ,   s 在 0点附近 (T )

时,强极大值原理成立,其中 B I Ap 以及

  Ap = B I C( R
+
0 ) ; B(0) = 0, B单调非减,并且对任意 t > 0,

     有Q
t

0
( sB( s ) )

- 1/ p
ds = + ] # 

换句话说,若 f 不满足 (T) , 则流体流动和化学反应中的/ 死核0 现象就会发生, 即, G: =

x I 8 : u: ( x ) = 0 X ª(见 [ 9] ) , 其中 u: 是 (S) 的任意非负非平凡解 # 当 f ( s) =

s
p- 1

lgs
p
( s - a ) (1- s) (其中0 < a < 1/ 4) 时, 我们不难验证 f 就满足(T )# 但当 f 满足(f

c
1)

时,则 f 不满足(T)# 由[ 11] 可知, p = 2以及 f 在[ 0, ] ) 上是局部Lipschitz连续时,方程(S) 任

意的非负非平凡解在 B上都是径向对称的;本文的结论表明,如果f ( s) 仅在 s = 0是HÊ lder连

续的,则不会有上面的结果# 

1  N \ 2的情形

我们首先研究球 B( N \ 2) 上方程(S) 非负非平凡解的结构# 因为由高维很容易推出一

维的情形,故此处不再讨论N = 1# 为了证明我们的结论,首先引入下面的引理 1. 1# 通过被称

作Continuous Steiner Symmetrization (CStS)的新重排技巧, Brock证明了这个引理(详见[ 12, 13] )# 
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引理 1. 1( [ 13, 定理 1] )  若 N \ 1, f I C ( [ 0, ] ) ) , u I W
1, p
0 ( B ) H C

1
(�B ) 是方程(S)

的非负非平凡解, 8 = B 是一个球,假设存在一个 S > 0和一个函数 B̂ I A p ,满足: f ( S ) = 0,

并且使得下式成立

  f ( s ) [ B̂ ( S - s) ,   0 [ s [ S , ( 1)

则

  suppu = G
m

k= 1
BR

k
( zk) , ( 2)

其中 Ap 如上定义, z k I R
N
, Rk > 0, u 在BR

k
( zk ) 上关于球心 zk 径向对称, 即对任意 x I

BR
k
( zk) \ zk , 有

  u = u( Q) , ( Q= | x - zk | ) 和
5 u( x )
5Q < 0# ( 3)

在( 2)式中, k = 1, 2, ,, m, 并且 m = ] 是可能的# 

注意到 f 满足( fc
1 )、( f2)和( f3) , 我们可选取 B̂= Ms

p- 1 I Ap (M > 0充分大) 和 S = z 2(或

z 1) ,使得 f ( s) [ B̂( z 2- s) (或 B̂( z1- s) ) , 0 [ s [ z 2(或0 [ s [ z 1) ;而且存在 M > 0,使

得 Ps \ 0,有 f ( s ) + Ms
X \ 0# 但是当 0 < X < p - 1时, Ms

X
/I Ap , 此时不存在 B̂ I Ap ,使

得 Ps \ 0, 有 f ( s) + B̂ \ 0# 

定理 1. 2  若f 满足( fc
1 )、( f2)和( f3) ,则对充分小的 : > 0, (S) 在B上的任意非负非平凡解

u: 满足:

  L< max
B
u: < z 2, ( 4)

和

  suppu: = G
m( :)

k= 1
BR

:, k
( z : , k) , ( 5)

其中Q
L

0
f ( s )ds = 0, m(: ) < ] , lim: y0m( : ) = ] , BR

: , k
( z : , k)是中心在 z : , k ,半径为R: , k的球# Pk

= 1, 2, ,, m ( : ) , 有
  C1 [ : - 1/ p

R: , k [ C2, ( 6)

其中 0 < C 1 [ C2 < ] 是与 : 和 k 无关的常数# 而且 Px I BR
: , k
( z : , k ) \ z: , k , 有 L <

maxB
R
: , k

(z
: , k
) u: < z2, k = 1, 2, ,, m( : ) ,

  u: = u: ( Q) , ( Q= | x - z : , k | ) 和
5u: ( x )
5Q < 0# ( 7)

证明  通过求方程( S)相应泛函的极小值问题可知, ( S)至少存在一个非负非平凡解 u: I

W
1, p
( B ) H C

1
0( B ) ,且 maxu: < z 2 ( [ 4,定理 B]或[ 14] )# 

由引理1. 1和[ 9,定理 5]知, u: 满足( 2)式# 而且,有

  在 5BR
:, k
( z : , k) 上, u: = 0并且

5 u:
5Q= 0# 

令

  I : ( u: ( r ) ) =
:
p
| u

c
: ( r ) |

p
+ F( u: ( r ) ) ,

易知在 r I (0, R: , k) 上, P k = 1, 2, ,, m ( : ) (若 m( : ) = ] , k = 1, 2, ,) ,有[ I: ( u: ( r ) ) ]c<
0# 由此可得

  I : ( u: ( r ) ) > 0,  r I (0, R: , k) 并且 F( u: (0) ) > 0,
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因此, L < maxB
R: , k

( z
: , k
) u: < z 2# 

我们证明( 6)式# 反证# 假设存在序列 ( :n, kn ) ,当 n y ] 时, :n y 0, 使得对所有充分

大的n , (6) 式不成立,则对每个 : n我们可以把(2) 式中的紧集重新排列,使得对所有 n,都有 kn

= 1# 令 R:
n
, 1 S Rn , u:

n
S un# 则与[ 15, 定理 3. 1] 中的讨论类似, 我们可以证明以下两种情

况都不会出现: (必要时可选取子序列) ( � ) :- 1/ p
n Rn y 0, n y ] ; ( � ) :- 1/ p

n Rn y ] , n y

] # 从而(6) 成立且蕴涵着 P : > 0,有 m( : ) < ] , 并且 l im: y 0m( : ) = ] # 因此, : 充分小时,

方程( S)有很多非负非平凡的解# 

注 1. 1  如果我们称

  uk: ( x ) =

u: ( x ) ,   x I BR
: , k
( z: , k) ,

0,     其他

是 u: 的一个尖峰,易知 P k I 1, 2, ,, m(: ) , u
k
: 是方程(S) 的一个非负非平凡解, P j , k I 1, 2, ,, m( : ) ,

j X k ,则 uk: + uj: 也是方程(S) 的一个非负非平凡解# 由此可得,方程(S) 至少有 2m( : ) - 1 个非负非平凡解# 

2  非负非平凡解的结构

我们考虑 8 是有界光滑区域的情形# 首先,我们引入一个上下解的比较定理# 

引理 2. 1  令 N \ 1, 8 < R
N
是有界光滑区域(当 N = 1时, 8 是R 中的开区间) , f 满足

( fc
1) 和( f2)# 如果 ui I W

1, p
0 ( 8 ) H C( �8 ) ( i = 1, 2) ,在 8 上ui \0,以及 u1(或 u2) 分别是

方程(S) 的一个下解(或上解) ,并且在 8 上, u1 [ u2# 则方程( S)在/区间0

  [ u1, u2] = u I C ( 8 ) : 在 8 上, u1( x ) [ u( x ) [ u2( x )

上存在一个极小(和一个极大)的解 u- (和 �u) ,并且方程(S) 的任意解 u I [ u1, u2] 满足:在 8

上, u- ( x ) [ u ( x ) [ �u( x )# 

证明  由于 f 满足( f
c
1 ) ,则存在充分大的 M > 0,使得 f ( s ) + Ms

X
在(0, z 2) 上是单调非减

的# 于是,与[ 16,定理 2. 4]的证明类似,可以证明引理 2. 1,此处不再叙述# 

定理 2. 2  若 f 满足( fc
1 )、( f2)和( f3) , 则对充分小的 : > 0, 方程(S) 的任意非负非平凡解

u: 满足:

  suppu: = G
q( :)

k= 1
F: , k ,

其中 q ( : ) < ] , lim: y 0
+ q ( : ) = ] , F: , k < 8# 并且存在与 : 和 k 无关的常数 0 < C 3 [ C4 <

] ,使得 Pk = 1, 2, ,, q ( : ) , 有

  C3 [ : - 1/ p dF
: , k

[ C4, ( 8)

其中 dF
:, k
= diamF: , k , 而且,

  L< max
F
: , k

u: < z 2# ( 9)

证明  与定理 1. 2类似,令 u: 是(S) 的一个非负非平凡解# 选取一个大球 �B < R
N
,使得

�8 < �B# 我们定义在 �B \ �8 上, u: S 0,则有 u: I W
1, p
(�B ) H C

1
0(�B )# 另一方面, 由引理2.

1知,方程(S) 在 �B 上存在一个非负非平凡解v: 满足: 在�B 上, v: \ u: ,并且max�Bv: < z2# 注意

到 u: 和 z 2分别是方程(S) 在 �B 上的一个下解和上解# 由定理 1. 2,得
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  suppv: = G
m( :)

k= 1
BR

: , k
( z : , k) , ( 10)

其中 m( : ) < ] , l im: y 0
+ m( : ) = ] , BR

: , k
( z : , k) < �B 中心在z: , k ,半径为 R: , k的球# 而且对充

分小的 : 和所有 k = 1, 2, ,, m ( : ) , 有

  C1 [ : - 1/ p
R: , k [ C2, ( 11)

这里 0 < C 1 [ C2 < ] 是与 : 和 k 无关的常数# 由于在 8 上 0 [ u: [ v: , 则有

  suppu: < G
m( :)

k= 1
( BR

: , k
( z: , k) H 8) , ( 12)

从而存在 1 [ q ( : ) [ m( : ) 和 F: , k < BR
: , k
( z : , k) H 8 , 使得

  suppu: = G
q( :)

k= 1
F: , k# ( 13)

由( 11)式,易得对充分小的 : 和 Pk = 1, 2, ,, q ( : ) , 有

  :- 1/ p dF
: , k

[ C2# 

现在我们假设( 8)左边的不等式不成立,则可选取最大的球 B
*
:, k < F: , k , 使得至少存在一个点

x: , k I 5B*
: , k 满足 u: ( x: , k) = 0, 并且存在一个序列 ( : n, kn ) , 使得当 n y ] 时, :n y 0和

:
- 1/ p
n dB*

:
n
, k
n

y 0# 我们可以对(13) 式中的集合 F: , k重新排列, 使得对所有 n, 有 kn = 1# 我们

考虑下面方程

  - :ndiv( | Dwn |
p- 2

Dw n) = f ( wn ) ,  在 B
*
:
n
, 1上; wn = 0,  在 5B *

:
n
, 1 上# ( 14)

由定理1. 2及注1. 1知,方程(14)存在一个非负非平凡解 wn ,使得 Px I BR
n, k
( z n, k) \ zn, k 和

所有 k = 1, 2, ,, mn, 都有

  suppwn = G
m
n

k= 1
BR

n, k
( z n, k) < B

*
:
n
, 1

和

  w n = wn( Q) , ( Q= | x - z n, k | ) 和
5wn

5Q < 0 ( 15)

成立# 

由于当 n y ] 时, :- 1/ p
n dB*

:
n
,1

y 0,对所有的 k 我们得

  :- 1/ p
n Rn, k y 0,   当 n y ] # ( 16)

与定理1. 2的证明相同, P k, 有

  max
B
R
n, k

( z
n, k

)
w n > L, ( 17)

于是,通过类似于定理 1. 2中情况( � )的证明很容易导出矛盾, ( 8)式得证# 

下面证明( 9) ,为此考虑方程

  - :div( | Dw |
p- 2Dw ) = f (w ) ,  在 B

*
: , k 上; w = 0,  在 5B *

: , k 上# ( 18)

显然 u: 和0分别是(18) 的一个上解和一个下解# 由引理 2. 1,方程(18) 至少存在一个非负非

平凡解 w: , k , 并在 B
*
: , k 上满足: 0 [ w : , k [ u:# 由定理 1. 2, L < maxw: , k < z 2; 因此, L <

maxF
: , k
u: < z 2# 定理 2. 2证毕# 

注 2. 1  与注 1. 1 类似,当 : 充分小时, 方程(S) 在有界光滑区域 8 上有很多非负非平凡解# 
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3  正解的结构

我们证明当 f 变号时, ( S)有很多正的过渡尖峰解# 主要结果如下:

定理 3. 1  若 f 满足( F1) ~ ( F3) ,则对充分小的 : > 0, ( S)存在正解 u- : 和u: , 满足

  u: =
u- : ,     x I 8 \ �O: ,

a1+ v: ,   x I �O: ,
( 19)

0 < max 8u: < a3,其中 u- : 是(S) 在区间[ 0, a1] 上唯一的正解,且在 C loc( 8 ) 上, : y 0时, u- : y

a1, max 8u- : = a1, O: = x I 8: u- : ( x ) = a1 X ª , 还满足极限

  lim
: y 0
: - 1/ p dist( O: ,5 8) =

p - 1
p

1/ p

Q
a

1

0

ds

( F ( a1) - F ( s ) )
1/ p , ( 20)

其中 F( A) = Q
A

0
f ( s)d s, v: 是方程

  - :$pv = f ( a1+ v) ,  在 O: 上; v = 0,  在 5O: 上 ( 21)

的一个非负非平凡解,与定理 2. 2中的非负非平凡解具有同样结构# 

证明  若 f 满足(F1)和(F3) , 由[ 17, 定理 B]知, ( S)在区间 [ 0, a1] 上有唯一的正解 u- : ,且

在 C loc( 8 )上, : y 0时, u- : y a1, max 8u- : = a1, O: = x I 8: u- : ( x ) = a1 X ª, 还满足( 20)

式# 考虑方程

  - :$pv = g ( v ) ,  在 O: 上; v = 0,  在5O: 上, ( 22)

其中 g( s ) = f ( a1+ s)# 不失一般性,可假设对充分小的 : , 5O: 光滑# 我们在更小的区域 Q:

< O: 上考虑,把(22) 的解 v: 延拓到�O: , 在 Q: 之外定义为 0, 这里

  Q: = 8 \ x I 8 : 0 < dist( x , 5 8) [ max
y I 5O

:

dist( y ,5 8) # 

由于 : y 0时, maxy I 5 O
:
dist( y ,5 8) y 0,此时5Q: 光滑# 令 z 1= a2- a1, z 2 = a3- a1, 由( F3)

易知, g 满足( fc
1)、( f2)、( f3)# 因此, 由定理 2. 2知, v: 满足

  suppv: = G
q( :)

k= 1
F: , k , ( 23)

q ( : ) < ] , lim: y 0 q( : ) = ] (由于 : y 0时, meas( O: ) y meas( 8 ) )# 而且,

  a2- a1 < �L < max
F
: , k

v: < a3 - a1, ( 24)

其中   Q
�L

0
g ( s)ds = 0# 

令

  u: =
u- : ,     x I 8 \ �O: ;

a1+ v: ,   x I �O:# 

显然, u: 是( S)的一个正解# 由定理 2. 2, ( 22)至少有 2q ( : ) - 1个非负非平凡解# 令 v
k
: 是其中

之一,则

  u
k
: =

u- : ,     x I 8 \ �O: ;

a1+ v
k
: ,   x I �O:

是( S)的一个正的过渡尖峰解# 从而( S)至少有2q( : )- 1个正的过渡尖峰解# 在这些过渡尖峰

解中,有 C
1
q ( : ) 个 1_尖点解; C2

q ( : ) 个 2_尖点解; ,; 一个 q ( : ) _尖点解# 

注3. 1 事实上, 若 f 满足( F1) ~ ( F3) , 利用[ 18]中类似的技巧可以证明, ( S)在区间 [ 0, a3] 上存在唯一的
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正解�u : \ u:, 且 inf 8
0
�u : > a2 ,其中 8 0 < < 8 , 且 N 维测度为正# 
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Structure of Nonnegative Nontrivial and Positive

Solutions of Singularly Perturbed

p_Laplace Equations

ZHANG Zheng_ce,  LI Kai_tai
( College of Sciences , Xi . an Jia oton g Univer sity , Xi . an 710049, P . R . Chin a )

Abstract: Structure of nonnegative nontrivial and positive solutions was precisely studied for some

singularly perturbed p_Laplace equations. By virtue of sub_ and supersolution method, it is shown

that there are many nonnegative nontrivial spike_layer solutions and positive intermediate spike_layer

solutions. Moreover, the upper and lower bound on the measure of each spike_layer were estimated

when the parameter is sufficiently small.

Key words: p_Laplace equation; nonnegative nontrivial solution; positive solution; spike_layer solu-

tion; sub_ and supersolution
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