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摘 要

由于卡门方程的非线性性和祸合性
,

使得寻求精确解的困难很大
.

迄今为止
,

除 了 少数未从

数学上严格证明其收敛性的精确解外
,

大多数均采用近似方法求解
.

本文将卡门 方 程化为非线性

奇异藕合的积分方程组
,

运用迭代法求得了连续函数序列
.

通过证明其一致 收 敛性
,

得到了中心

受集中载荷作用的固定夹紧边界的圆板和圆底扁球壳的卡门方程的精确解的解析 式 及其收敛性证

明
。

一
、

引 言

1 9 1 0 年 V
.

K打m a n 〔‘1
首先建立了接近实际问题的圆薄板大挠度方程

.

由于方程的非线

性性和藕合性
,

使之寻求精确解异常困难
.

5
.

W ay
〔2 3
(1 9 3 4年 )在幕级数展开的基础上给出

了均布载荷作用的轴对称圆板的解
.

随后有些作者将其推广到类似的其它问题中
f3 〕.

然而
,

众多的是采用摄动法求解
.

如 V in e e n t〔峨’(1 9 3 2年 )
、

钱伟长 LS ’
(1 9 4 7年 )

、

胡海昌 〔. ’

等人分别

提出以载荷
、

中心挠度
、

广义位移和挠角等作为摄动参数
.

文仁7 」
、

〔8 」研究了圆板受均布载

荷时的摄动参数的优化选择
,

指出钱氏解优越
.

〔9〕运 用计算机求得了钱氏解 的高阶摄动解
,

研究了其收敛范围和渐近特性
.

叶开沉
、

刘人怀 “ 0 ’
(1 9 6 5年 )提 出的修正迭代法

,

用来解决

壳体问题尤为有效
.

然而
,

所有这些方法
,

其收敛性的研究还未能获得圆满的解决
.

文〔1 1 」

虽曾获得了均布载荷圆板大挠度问题的迭代解的收敛性证明
,

但采用的差分法的具体计算而

未能指出 5
.

W
a y 的幂级数解的收敛性

.

本文首先将无量纲化的 K a r m 如 方程化为与之等价的积分方程
,

运用迭代方法得到了问

题的连续函数序列的解析结构
,

通过证明其一致收敛性
,

得到了中心受集中载荷的轴对称圆

薄板和圆底扁球壳的精确解的解析结构和收敛性
.

由本文方法显见
,

由文〔1 1 〕关于均布载荷

情形的迭代解的收敛性证明即可得到 5
.

W ay 的幂级数解的收敛性证明
.

二
、

问 题 的 概 述

中心受集中载荷的轴对称圆薄板和圆底扁球壳的 K 缸m 如 方程可化为以下的无量纲化边

.

叶开沉推荐
.

朴 .

现为兰州大学数力系固体力学专业博士生
.
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为径向坐标

, a
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,
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结 论 1 由 (3
.

1) 式所确定的迭代函数序列仲
。

(川 圣
,

笼S
,

(妇 }对于任意有限的正整数
n ,
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”

(夕)
, S

,

(夕)均在〔0
,
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.
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。

(夕)}
,
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二
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。
为连续函数
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。

结 论 2 切
。
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,
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。
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.
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。

(梦)}
,

夕〔 0
,

1」的结论进行证明
.

对于函数序列笼S
,

(妇 }的

结论的证明
,

可同理进行
.

归纳法证明如下
:
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气 日 八 LV 污 )
一

乒厂 又l甲从引 !
‘

! 0 从白)一。 卜
I L白夕!

l
、 护 0 9

+ !S
二 一 1

(占)卜 !切
,

(睿)一切
, 一 ,

(省)})d占}}

分别由(3
.

1 4) 和(3
.

1 6 )的第二式得
:

(4
.

2 )

. 。 , 、 。 , 、 。

1 If
’。

, 。 、

1

! 0
一

气y )一 0 , 一 I L夕) l二 石 1 } 妙 气夕
,

自) 一死 L甲 : L自 )一甲不
, 气自) )u 白}

乙 1
.

2 0 5

‘ {
’
G (、

,

: ) {
:

!、
。,

(; ) {。、
·

。:
,

一 :
, 一 1

。
1 0 9

{ 1 。
, 。 、

1
, 。 , 。 . , .

二 一 P } 行印
,

自)
; I n 自a 白

’

U甲
,

一甲卜 llt
_

j 0 9

(4
.

3 )

。
, 、

。
, 、 _

/

二
1

. ,

、
.

}。
,

戈夕)一 。卜 八夕) !气t拼夕一夕In 夕+ 石 夕I n
一

夕 )P
‘

翻切
。

一 切
。 一 1 乙

、 ‘ /

(4
.

4 )

而
。 , 、

1 { l 。
, 。 、

1
“ ‘L“) =

一

刘
。 行 Ly, 引

一

夕 p
一

“
一 ’n 一

“““

一玄
‘

: (: + , ,
)。一 : , “

xn
Z。+ 6。In

Z。一 7 , 2

:

O

(4
.

5 )

将(3
.

x 4 )
、

(3
.

27 )
、

(3
.

2 0 )和(3
.

2 1 )式代入 (4
.

2 )式
,

得

}切
,

一切
, 一 ;

l~ l甲
,

一切
。 一 ,

{} (4
.

6 )无
厂8卿

二 + ,
一 甲

,

l簇
厂M

令 a = 夕M邝
,

依定理的条件知
a < 1

.

于是
,

(4
.

6 )有

{沪
: 十 :
一甲

。

{( 司!中
,

一甲
, 一 ,

} (a < 1 ) (4
.

7 )

对任意正整数成立
.

对于任给正整数。>
n ,

则由(3
.

2 3 )得

!}切。一 切
,

}!(
a

”

一 a m

1一 a
1{卿

2
一 卿l

(4
.

8 )

所以
1im {{叨。一 明

,

11一 lim
仍 , 几 一升 , 仍 , ”令因

a ”

一 a fn

1一 a
{1切

:
一切

,

l!二 O (4
.

9 )

故连续函数序列{甲
,

(y) }在 [ 。
,

1 」内一 致收敛
,

记

甲(夕)= 1im 甲
,

(夕)

应翻
;

数学卜嘴维

贝11切(, )在 [ 0
,

1〕
_

!几连续
,

且切
;

(夕)《沪勿)( o

记 S (夕)= 1im s
。

(, )
佗 ) X 二

则由(3
.

1 4 )的第二式知

o ( S (夕)毛5
1

(夕)

于是分别由(2
.

3 )
,

(3
.

1) 的第二式有
:

}}S
。

(夕)一 S (梦){{( !}f
:

}}
·

}甲
。

一切{}

(4
.

1 0 )

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

(4
.

1 3 )

由(哇
。

1 0 )有 1im }沪
,

一甲 }= O ,

故

1im 】{S
。

(夕)一 S (夕)}{一 0

泞(夕)~ 1im s
二

(夕)
(4

甲

1 4 )
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所以
,

连续函数序列 {S
。

(妇 }在「0
,

1 」内一致收敛
.

于是定理证毕
.

由结论 1
、

结论 2 和 上述定理 1 ,

以下推论成立
.

推论 在P< m in( 夕
, ,

P
Z

) 的条件下
,

中心受集中载荷 的固定夹紧边界圆板的卡门方程的

精确解的形式为

甲(夕)= E 乙 A
‘, 夕‘In ,夕 ,

‘一 l j一 0

s( 夕)二兄 乙 B
‘, 。‘In , 。

j . 0

(4
.

1 5 )

其中A
‘, 、

B
‘,
(f= 1

,

2
,

⋯ ; j= 0
,

1
,

⋯

积分方程 (2
.

3 )得到
.

由边值问题(2
.

,

约是与 夕无关的常数
,

一

可由边值间题 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )或

1) 和 (2
.

2 )得到的系数递推公式为
:

, ‘, 一

l鑫羌
A

‘

一
B ￡

一‘2‘一 ‘, ‘, + ‘, A
: , ,

一“+ ‘, (‘+ 2 , “
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。 「 1
廿 “ = l 一
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l
_
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艺 E A
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〕/ ‘(玄一 i )
乙一 l 合一 0
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3
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⋯ , j二 f
,

f一 1
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⋯
,

0 ) (4
.

1 6 )

月
, ;
二P

,
B

t ,
一。

,
A

, 。, B
; 。

为独立常数
,

可由夕= 1的边界条件确定
.

五
、

壳体情形的精确解及其收敛性证明

对于壳体情形
,

上节关于板受特殊载荷的情形的收敛性证明方法需作修正
。

本节将对任

意情形给出收敛性证明
.

在 (3
.

2 )式 中
,

取 ,
·

‘, )一。
· ,

·

‘。)
, : ·

‘。)一 , “ S
·

‘, )
·

这里
凌

< 瓦< 1 ,

于是由结论1
、
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,

(梦)
、

S
,
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1〕上连续
,

故其范数存在
.

于是有
:

_
, 、

1 l f
l 二

, 。 、

1

甲二
, (夕)= 。‘ 切二

‘
“ 一 。“

‘

!
。
八 L夕

,

自) 省
“ 走甲

·

又右) + 护互」

1 ( 1 。
, 。 、

1
2

.

)
。行 气夕

,

‘)而
‘ 甲

。

(叮)仁切
,

(刀)+ 2夕叮ld 冲d舀+ 小
,

(夕) (5
.

1 )

,
1

(, )
一

2

;
。

);
K (,

,

: ):一
“

{{
G ‘“

,

。)。
2 (
一

’)d 。“:

刀
2

(。)
一

2

二
:

!;
K (。

,

: );
·

{:
G (:

,

。)
·

, 。’
卜·

己。d :

1 fl
。

, 。 、

1 f
l 。

, 。 、 二 _ 1 、 ,

户
“L“) = 一 。‘ 〕

。 八 L“
,

“) 雪 }
。廿气“

,

”)”
、呻

‘

“”a “

尸
,
= jl刀

,
11

,

刀
2
= jJ刀

:

}!
,

石
。
= jj刀

。

l

11小
” * ; }!( 厅

,

!!巾
,

}I
”
+ 石

2 , 11少
,

1}
2
+ 石

, , 么

11少
。

11+ }}小
,

{}

(5
.

2 )

(5
.

3 )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

(5
.

6 )

}!中
。

}( 戈 }}中
,

l
,

(% > 1 )
,

“ ~ “一 1 一厚
:

讨
二> o

。= 月
;二 ”,

b二石
2

尹?

则令

位丫斌) (5
.

7 )

则当 l中
,

”‘ 心
一

护 + 4啊三 b

2 口
(5

.

8 )



1 0 0 4 郑 晓 静 周 又 和

时
,

有 }少
, + ,

l权川小
,

l

成立
.

于是由数学归纳法可得
:
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成立
。

推论 圆底扁球壳非线性变形问题的精确解的解析结构式为
:

甲(夕)= 兄 E A ‘, 夕‘In 了夕
,

S (夕)二兄 兄 B ‘,夕‘In j , (, 〔〔o
,

i〕) (5
.

2 3 )
‘, l j 二 0

且在汇o
,

1」内一致收敛
.

这里A
‘, 、

B
‘, 是与夕无关的常数

,

可 由边值问题 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )或积分

方程 (2
.

3 )确定
.

六
、

结 论

本文从理论上构造了轴对称变形的固定夹支边圆板和圆底扁球壳几何非线性问题的精确

解的解析式
,

并给出了其一致收敛的证明
。

从文中可见
,

本文的工作不难推广到边界条件和

载荷是任意情形的轴对称几何非线性变形 的板与扁壳的问题中
.

虽然圆板情形可由第五节的

证明中令 , 二 0得到
,

但对于集中载荷圆板的轴对称变形的特殊情形
.

第四节的证明其相对要

求要弱些
。

有关固定夹支边圆板受集中载荷作用的大挠度问题在各种泊松 比 下 的 P , ,
P

:

和

Pm 。值已列成表格
,

详见 表 1
.

此外
,

对于均布载荷情 形
,

采用与本文类似的方法
,
通过构造得到迭代解的解析式

,

然

后由【1 1」中关于此类问题迭代解的一致收敛性证明
,

便可给出 5
.

W ay 幂 级数解的收敛性
。

各种泊松比情况下的P ; ,

P:

和Pm 访

(固定夹紧边界)

Pi PZ P一In

0 2 5

2
.

5 8 7T3

2
.

5 5 p9 8

2
.

5 2 40 6

2
.

4 8 8 6 7

2
.

4 5 0 4 2

2
.

4 0 90 0

2
.

3 6 4 0 3

2
.

3 1 4 9 0

2
.

2 6 10 9

2
.

2 0 1 8 7

2
.

1 3 63 5

.

2 2 2 6

.

2 0 3 4 7

.

1 9 3 3 2

.

1 7已9 3

.

! 5 9 3 0

.

1 4 0 2 5
.

1 1 9 5 8

.

0 9 7 0 4

.

0 7 2 3 1

.

0 4 5 1 3
.

0 15 1 0

1
.

2 2 2 6 0

1
.

2 0 8 4 7

1
.

19 3 3 2

1
.

IT6 9 3

1
.

15 9 3 0

1
.

14 0 2 5

1
.

11 9 5 8

1
.

0 9 7 0 4

1
.

0 7 2 3 1

1
.

0 4 5 1 3

1
.

0 15 1 0
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