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摘 要

本文首次将文献 【l] 所提出的线载荷积分方程法应用于求解弹性动力学问题
.

导 出 了刚性基

础上的弹性层在表面垂直集中简谐载荷作用下动力响应问题的一维非奇异积 分 方程组
,

并求得了

数值解
.

一
、

引 言

参考文献仁1 ]所提出的线载荷积分方程法在求解三维弹性力学轴对称问题时得到了广泛

的应用
.

该方法最大的优点是可将支配这类问题的二维奇异积分方程转化为一维的非奇异积

分方程
,

从而使得计算大为简化
.

但是
,

迄今为止尚未见有人将这种方法用于求解弹性动力

学问题
。

本文首次将文献仁1 〕所提出的线载荷积分方程法应用于弹性动力学领域
.

在文献 [ 2 」的

基础上
,

应用叠加原理导出了刚性基础上的弹性层在表面垂直集中简谐载荷作用下动力响应

问题的一维非奇异积分方程组
.

并通过离散化处理求得了这一问题的数值解
.

二
、

积 分 方 程 的 推 导

图 1 所示刚性基础上的弹性层在表面垂直集中简谐载荷作 用 下 的 主要边界条件可表示

为
:

z 二 0
: 叨 = 0 (2

.

1 )

“ = 一 h
, r 铸 o : a

:

二 : , :

二 o (2
.

2 )

为了导出求解这一问题的积分方程
,

设在弹性全空间中洽
z
轴作用有三类轴对称简谐载

荷(如图 2 表示) :

( 1 ) 在 (一 co
,

一们和〔h
,

oo ) 的区间内对称于
z = o 的平面作用一平行于

之
轴的线分布

简谐载荷X
、
(e )e x p [‘。r」

.

( 2 ) 在(一co
,

一们和仁h
,

co )的区间内对称于
之二 o的平面作用一线分布的简谐 挤 压中心

.

云天栓推荐
.
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( 3 ) 在点 (r = o
, z = h )和 (

r = o
, z = 一 h )

处分别作用有一对大小相等
、

方向相反的垂直

集中简谐力p e x p [ io t〕和 p e x p [ 一 io t〕
.

显然
,

在这一组载荷作用 下
,

由 于 对 称

性
,

边界条件 (2
.

1) 可得到满足
,

而弹性全空

间中任一点 (r
,

z) 的应力和位移可表示为如下形式
:
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式中
,

可” (r
, : , 。 )表示 由一对大小相等方 向相反分别作用于 (0

, 。) 和 (0
,

一 。) 处的单 位简

谐集中力在 (r
,

力 处产生的径向位 移
,

可
“ ’(r

, : , 。 )则表示一对大小和相位均相同的单位简

谐挤压中心分别作用于 (0
,

c) 和 (0
,

一 c) 处时在 (:
,

z) 处产生的径向位 移
.

其它积分

核亦具有与此相似的物理意义
.

它们均可 由弹性动力学的基本奇解
‘3 ’导出

:
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.
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.

5 )

(2
.

4) 和 (2
.

5) 式中
,

拼为剪切模量
,

元为拉梅系数
,

。 表示
‘

简谐载荷的角频率
.

如果令
:

刀
3
二 [ r
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」十
,

刀
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3
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, ,
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‘
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Z ,
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核
。

为了使得图 2 所示的问题等价于图 1 所示的问题
,

我们考虑一个由平面(z 二一h )
,
(: =

0) 和圆柱面 (r = a) 所界的半径足够小的圆柱体的平 衡 (参见 图 2)
,

则该圆柱体在
“
方向
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:
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:
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,
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.
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‘
二,
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{
尹 二a 呈

, , (二 )血 }
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显然
,

要求得积分方程组 (3
.

幻 的解析解是非常困难的
,

为此

首先我们将 (3
.

2) 式的积分上限近似地取为 b
,

然后将积 分 区 间

,

本文选用了数值解法
。

(l
,

b) 离散为
n
个长为

几“ (b 一 1 ) /
。的子区间

,

并假设在每个子区间内 y
:

和 Y
:

为一常量
,

则当 b 和 。
足够大的时

候
,

(3
.

2) 式可近似地表为
:

�

、声、,
产

内心丹了

:
感

; ;,
)

{:支:又
, )
·,

K
1 1‘“ ‘)
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乡
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、
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凡
,
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.

:

劣 ” ,

A 、:

2 1 (戈
,

则 由
(3

.

6) 式可得一组定义在复平面 的线性代数方程组
:
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月
2 :

⋯ A
、。 B 、、 B : :

⋯ 月
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D
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⋯ D
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式中
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1 + ( j一 1 )
。 ,

1 + i ￡i

1 + ( J一 1 )
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K
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解代数方程 (3
.

7)
,

并将 由此解得的州 了,和 y玉引代入 (2
.

8) 式可得
:

p

一
Q· ;
[
‘+

鑫
‘Y‘

, 2
“

, ) + Y‘
, )
“

, ) ,

}/
‘3

一
Q· ,p

。
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.

9 )

式中
:
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.

1 0 )

将 (3
.

9) 代入 (2
.

3) 中关于。和
“ ,

的表达式
,

并令
: 二 一 人

,

则可将表面位移表为
:
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实际上
,

由 (2
.

3) 式还可进一步求得弹性层内部任意点的应力和位移
,

只 是 由于在工

程 问题中
,

人们通常只对表面位移感兴趣
,

故本文仅给出了表面位移的数值结果
.
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四
、

数 值 结 果

本文分别就 以
工
= 0

.

5 , / 人
,
几

2
二 2几

l

) 和 (几
l
= 0

.

3 二 / h
,

只
:
一 2几

,
) 两种情况在 IB M一PC

微型计算机上作了具体计算
,

数值结果如图 3 和图 4 所示
.

其中
,

图 3 表示 自 由 表面无量

纲径向位移幅 (4 二拼h价 / Q) 随径向坐标 r 的变化规律
,

图 4 表示自由 表 面 无量纲竖向位移

幅 (4 邓h, / Q ) 随
r 的变化规律

.

4分妨
.

一 号二一- 一翻 护

址
4 , 一Ih

-

-
气二一 ~

」犷

U

之, 二

伽军(孟+ 2 , )〕专 二 0
.

5 : zh
, 浇2 二 2 之,

之. 二 [阅 : / (之, 2 ,, )〕专
二
0

.

5 : , 人
,

之
2 二 2 又,

之一 二 0
.

脸 / h
,

孟2 二 2 只,

/ 几矛 0
.

3万尸h
,

滋2 二 2 2 ,

之乏

一
.

一
尸 产”

一

韦一一一几 一

—决一一
.

一有一
~ 一卉厂一

- i厄
es es

一

图 3 图 4

五
、

讨 论

( 1 ) 由边界条件 (2
.

1) 和 (2
.

2) 可以看出
,

在弹性层和刚性基础之间 的 接触面上
,

:
方向的连续条件是精确满足的

,

但对
,
方 向的接触条件未加考虑

,

所 以本文的解是近似的
.

如欲满足
r
方向的接触条件

“ ,

= O (完全接触) 或 a,
;

二 O (光滑接触 )
,

则还 应 增 加一种与

: = 0的平面对称的轴对称简谐载荷
.

在这种情况下
,

我们需联立求解三个相互偶合的一维非

奇异积分方程
。

( 2 ) 计算过程中应注意刀值的选取
.

由于 (: 二 一 h
, r = 0) 处的奇异性

,

刀取值太小会

引起计算机上溢
;
而刀取值太大

,

又将引起计算精度下降
.

本文参照文献〔2 〕选取刀二 0
.

1
.

( 3 ) 由图 3 和图 4 可以看出
,

当 ,
, oo 时

, 。 ,

和 叨。。
,

除此以外
,

图 3 和图 4 中的位

移曲线还具有一定程度的衰减振荡的特征
.

这种现象可以解释为刚性基础对弹性波的反射在

自由表面所产生的影响
.
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