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摘 要

本文通过刚删架 (动静态响应与屈曲) 的微极梁板模型
、

血液的牛顿
一
微极分层流模型以及人

骨微极特性的实验论证等阐明微极连续体理论的本质特点
,

从应用侧面阐述微极连续体力学 比经

典连续体力学更深一层次的观点
,

并介绍该理论及其近期应用的部分进展情况
.

一
、

微极连续体力学简介

微极连续体力学 (又称微极理论) 是 E rin g e n[
‘’〔2 ’于六十年代中期首次提出的

.

该理论

以颗粒介质
、

多孔材料
、

血液
、

润滑液
、

悬浮液与高分子溶液等为背景
,

把物体视为连续分

布的质点粒子的集合
.

然而
,

比经典连续体力学更进一步
,

假定每个粒子不仅能移动
,

还能

微转动
;
不仅有质量

,

还有微转动惯量 ; 不仅承受应力
,

还承受偶应力 ; 几乎象个小刚体
.

这是对粒子内结构所设想的一种宏观模式
.

据此
,

每个粒子的宏观状态须由以下 物理 量 描

述
:

质量
、

位置向量
、

线速度向量
v 。 、

应力张量九
: (以上皆为经典量) 以及微转动惯量张量

了* : 、 微转动向量
, , 、

偶应力张量 tn * : (这些量由内结构引起) 等
.

因粒子能独立微转 动
,

应

力张量不再对称
.

微极理论属亚微观 (细观 ) 力学
.

利用理性力学或连续统物理学公理化方

法
、

诸力学平衡规律和热力学基本定律
,

并藉助于张量
、

不变量理论和泛函等数学工具
,

已

导出各类微极物质 (弹性体
、

流体和粘弹体
、

各向同性和各向异性
、

线性和非线性
、

局部和

非局部以及考虑热等物理效应) 的本构方程和主导方程
.

例如线性各向同性
、

不可压缩微极

流体的方程分别为
:

t。: = 一Pd * : + (2拼+ “)d , ‘+ 衬e o l。(切fn 一 , 。 )

m 。‘= a v , , r

d
。‘+ 口

v 。 , : + 丫v ‘, 。 } (本构方程 ) (1
.

la ,

b )

(拼+ 、)。‘
, , 。 + 、e ‘, : , : , 。一 p

, ‘+ p f
‘
= p 公

‘

夕v ‘, 。。+ “e ‘, ‘v ‘, , 一 2此, ‘+ p l‘二 p j公‘
}
‘主导方程 ,

(1
.

2 a ,

b )

其中d 。‘是应变率张量
,

介、是置换记号
,

f
‘

和l
‘

是体力和体力偶密度
,

切。是宏转动向量
,

拼
,

郭仲衡推荐
.
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H , a ,

刀和 , 是微极流体的材料系数
.

经典虎克弹性体和牛顿粘性流体分别是微弹体和微极

流体的特例
.

例如在 (1
.

2a )中取
、= 0 ,

则退化为N ay ie 卜 St o
ke

s
方程

.

几乎在同时期
,

出现形形色色的微结构理论
.

例如偶应力理论
【“’、

非对称力学
、

偶极理

论
、

Cos se ra t理论
、

微态理论
〔‘,
等

.

这些理论均考虑粒子自旋和偶应力效应
,

甚至粒子 变形

效应
.

我们认为它们和微极理论同属亚微观层次
.

然而
,
微极理论由于简明

、

深刻
、

物理意

义明确和完整 (没有不确定成分) 等优点
,

最受重视
.

目前几乎渗透到力学
、

物理学
、

工程

学
,

甚至化学和生物学等学科中
.

微极理论正因为考虑粒子内结构效应
,

显然比经典理论更深入一层次
, 预期会揭示经典

力学无法解释的许多新现象
.

本文通过剖析八十年代微极理论在力学和工程应用方而最新进

展的几个典型例子进一步阐述本文的基本观点
.

二
、

刚栅架的静态
、

动态和屈曲分析

与有限元思想 (把连续体离散化) 相反
,

细长的栅架 (离散结构) 常用一维连续梁作近

似模拟
.

早期曾用剪切梁对析架的静动态响应提供良好近似值
.

但对刚栅架弯曲
,

结果不太

满意
.

最近
,

用微极梁模拟
〔5 〕得到封闭解

,

精度甚高
.

微极梁模拟立足于
“

等效微极梁
”

基

础上
.

当等效微极梁与原栅架作相同变形时
, 两者应有相同的应变能和动能

.

以 图 1 的平面

刚栅架 (类梁结构) 为浏
.

先计算刚栅架典型单元的应变能和动能
.

为此
,

把节点位移
“ ‘,

、.了.土月
9自了.、

/
l!、
了了

l
口口口日日口口口口口口口口回回团团团团冈冈

(a ) Pr a tt刚份架(
” = 10 )

少和转角口
‘展开成泰勒级数保留若干项

,

得到
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一
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(b) 等效微极梁

一
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‘·
: +
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。
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其中

尸十7
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, ”。 .

口。步二
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。

d u U

I洲厂 1 己三= J
‘,

, 下
. 百. . . .

一
- 日 以

. 凡

d v o

二
,
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a X

(c ) 典型(重复)单元

图 1

: 。一

;(翼
一‘

。

)
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、。
一娜竺

d 劣

d 夕
o

一 d %

这些量连同
。
昙和心是各应变分量

.

由上式得到各杆件的应变能
,

累加后得到典型单元的应变

能U
.

又立足于一致质量方法
,

得到其动能 T
.

考虑到元件能自由发生局部变形
,

相应 的应

力分量为零
,

得到

a U 口U

口〔d e竺/ d
, 〕一 口〔d 、旦/ d 二〕

另外
,

与应变分量。吕和心联系的力甚小
,

故

aU 口U

口。: 一 al ‘忿 一

于是只剩五个独立应变分量

a U

一 口〔d , 呈,
/ d

二〕一

。T 二〔。竺
, 陀翌

, , 里, , r 。 , 仔
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其中前三者是经典剪切梁的
, 后两者是微极附加量

.

这样U = L 。全C。/ 2
,

其中乙是单元在戈方

向的长度
,

C
。 , 。

是微极梁的等效刚度矩阵
.

对于动能T
,

计算表明与
。
盆和

‘

川 联系的惯性项甚

小
,

略去之
.

得到 T ~ 二扩日
少
M日/ 2

,

其中。
,
二〔u0

,
护

,
少

,

功
。

〕
,

M
4 、 ‘,是质量阵

.

典型单元

上外力功

不犷~ 乙 仁夕二(。
。十 , ‘

功
门
) + 夕鑫(。

。 + , ‘: 另)M
‘
(口

。
+ , ‘z, 昙)〕

其中川
, 了,

二和M
‘

分别是节点 i 的外 力和外力矩分量
.

由广义 H a m ilt
o n
原理与 (3

.

2) 式
,

得

到算子形式的主导微分方程

笑。 = 一扩M。十仁贡
,

口
,

厂
,

材〕
r

其中笑是 4 义 4算子矩阵
.

若配上相应的边界条件就得到静动态响应的封闭解
.

表 1 给出 图 1

的P r at t 悬臂刚栅架 (跨数
n ~ 1 0) 的五个基频

,

并 与精确解作比较
.

误差不超过 3
.

3 肠
.

当

表 1 Pr at t悬臂刚栅架(
。一 10 )等效微极梁的基频与精确解之比较

等效微极梁

口1

9
.

2 3 1

基 频 (单位
:

赫兹)

一
。〕二 ’

。 3 1 。-

‘

}
l

4 6
.

13 9
1

8 7
.

9 5 1 1 10 5
.

0 6 7

口 ,

16 8
.

10 0

_
: .

⋯竹
.

吧
.

解
。 . .

⋯ }
:

共
2
想 二f6. 嘿

. .

一
8了

点
9

. . ⋯

{
. . ⋯

严侧_ {
1 1

一)旦及卫旦一
一

。增加到30
,

误差小于 2肠
,

结果是满意 的
.

该方法也用于空间 (类梁) 刚栅架的静动态响应

和屈曲分析〔“’.

例如对
n ~ 1 0 的三角形截面 Vi

e r e
nd

e e l悬臂架
,

位移和转角的最大误差 < 2 肠
,

最低两个屈曲载荷的误差 < 1肠
,

前六个基频的最大误差 < 1
.

2 肠
.

微极梁 的优点是
:

合理地

把节点和元件的转动分别比拟为粒子的宏转动和微转动
,

经典梁无法做到这点
.

其实
,

栅架

的微极模拟方法很多
.

例如写出节点的有限差分方程直接求解
,

或者通过泰勒展开转化为微

分方程再求解
t 7 〕; 用与平均能有关的变分原理构造复微极连续体模型

『“’
等

.

已用于类梁和类

板栅架的初应力
、

整体屈曲和波传播等问题
.

这类方法能 明显地节省计算时间和存储单元
。

又由于归为微极梁和板的求解
,

可直接借助于微极理论现有的丰富理论成果
,
反过来又促进

它们的发展
.

当然
,

这方面工作尚属开始不够完善
,

例如
,

对构架的规则性要求很高
;
各类

方法缺乏普适性
,

不便于训算机统一处理
;
简化假定不最合理往往引起遗漏个别高频

,
有待

进一步探索
.

在大型结构中也可尝试与有限元法结合
.

三
、

血液和高分子溶液在细管或狭道中的流动

血液是血球飘浮在血浆中的悬浮液
.

实验发现在细管 (直径 20 ~ 2 0 0时 内流动时
,

呈现

多种异常流变现象
:

速度剖面变钝
、

表观粘度随管径减少而减少
、

壁面速度滑移和趋轴效应

(血球背离壁面向轴迁移 ) 等
; 无法用经典牛顿流体作解释

,

须考虑血球独立自旋效应
,

宜

把血液视为微极流体
.

由于趋轴效应
,

在管壁附近

形成无血球的血浆层 (牛顿流体 )
,

因此可进一步把

血液视为牛顿
一

微极分层两相流
〔“’

—
外围层 是 牛

顿流体
,

核心层是微极流体
,

参见图 2
.

其中
v ‘

和、
‘

分

别是粒子的线速度和微转动速 度 (f二 1 表示 核 心

层
,
‘一 2 表示外围层 ) ; 召:

是外围层牛顿粘度
; 脚

、和 , 是微极流体三个材料系数
.

在方程 (1
.

2) 中取

/

澎墨墅
二

齐习_ 兰竺全_ _
牛顿流体

图 2 血液的牛顿
一

微极分层流模型
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柱坐标
,
则在压力梯度一P

, :

下该分层流的主导方程为

(。+ 、)
畏暴(

r

挚)
+

井暴
(r· ;

卜 ,
, :

一 。

:

暴
一

(
一

豁
+

为一 挚
一 2 / , 一 。

(核心层) ( 3
.

1 )

梦
一

刹
·

勃
一 ,

, :

-

? 2

一音食
(外围层) ( 3

.

2 )

利用外围层粒子壁面无滑移边界条件
,

交界液面处速度与剪应力连续以及无偶应力等条件
,

求解(3
.

1 )和 (3
.

2 )
,

得到

u l (尸)二 一

a Z
P

, z

{
‘一 “

2 十 2召2

2拼+ “
d

Z
一 r Z

+
2 衬 I

。
(之尸)一 I

。

(久d )
“+ 化 几

2
1
。
(几d ) 」}

(1 一厂
“

)

仔一夕

心
l

a

勺无抢/了毕勺
一

�

矛r口人
‘任
.

犷
一J任别

a才一一

其中

v :

(动 = 一
-

矛= r/
a ,

d=
, 一了

2拜+ “

拼+ “

I 。和I
:
分别是零阶和一阶修正贝塞尔函数

.

通过计算流量
,

不难得到表观粘度

拜z

4 “d 2 1
;

(几d ) 一几I
。

(几d )
拼+ 衬 几

3
1
。

(几d )
+

4d
r..se‘召e

=
‘一“

‘
+ 、澎

、2拜2

数值计算证实速度剖面变钝和拼
。

随管径减少而减少
,

与实验相符
.

这表明牛顿
一

微极分层流模

型巳能解释多种血液流变现象
.

此外
,

微极模型也可尝试用于高分子溶液
、

润滑液
【‘”

、

胶体

溶液和泥浆等非牛顿流体
.

而且
,

除稳定层流外
,

还有脉动流
〔‘名, 、

溶质 在 这类流 体中的分

散
‘’”’、 狭窄流动

‘’‘’和蠕动
‘’‘’
等

.

从模型类
、

型讲
,

还有B r u n n ‘’”’的边界速度滑移的 (单层 )

微极流体模型
、

K a ng 和 E r in g e n[
福’的微态模型等

,

皆能解释多种流变现象
.

微态模型 还 突

破刚粒子的假定
,

考虑粒子变形效应
.

目前还有各向异性
、

非线性和热效应等微结构模型
,

但很复杂
,
尚未引起普遍重视

,

但也不容忽视
.

四
、

骨头的微极弹性描述
—实验论证

人骨是一种天然纤维复合物
,

它的行为与经典弹性或粘弹理论不符
,

有明显的偶应力效

应
.

Ya ng 和 L a
ke

s 〔’。’的准静态扭转试验和动力试验中揭示出密质骨的偶应力论据
.

最近又

在弯曲试验中找到微极理论的论据
.

他们把人骨加工为各种直径d = 2a 的圆柱体
,

在端矩 M

下纯弯曲
,

测得挠度1 /k
,

然后由J = M / ( l /k) 算得弯曲刚度J ,

得到J /少依赖于少 的离散实

验点
.

另外
,

根据微极圆柱体精确解

J =
兀d 4E

64 {
l + 8N

2

v + l

1 一 (刀/ 夕)
兄

2

(脚v + , ) “
_

1飞
一「 ‘丁万 福 丁

-
二 认 T 叹 , 刁 、 I f

白气八 ) 一七了V
一
吸1 一 F ) JJ
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其中

亡(幻 =
护[几I

。

(几)一 I
;

(几) ]

又I0( 几)一 2 1
1
(几)

’

化

2 (召+ 衬)

E 是 杨氏模量
, 下 是泊松比

.

通过理论曲线 与离散实验点以最小方差啮合 (可利用优化计算

程序 ) 得到微极材料系数 E
,

N
,

刀加
,
几和 ; .

试验表明微极啮合结果比不确定的偶应力理

论的上限解更精确
,

而且所得的杨氏模量与其它试验也基本相符
.

最近
,

广义连续体的波传

播问题也由理论研究跨入实验
〔” ’.

实验数据表明骨头超声速的增加比简单粘弹固体和复合物

更甚
,

这可用带微结构的Cos s e rat 连续体理论 (与微极理论很相仿) 解释
。

而且对于各向同

性介质
,

偶应力理论只有旋转波是弥散的
,

膨胀波不受偶应力影响
.

与此相反
,

Cos se ra t结

构理论表明纵波速和横波速 (声波分支) 皆随波数增加而增加
,

这与骨头的初步研究相符
,

故比偶应力理论满意
.

微极理论以及其它微结构理论
,

目前阶段的发展把实验提到更迫切的日程上来
.

除了从

实验中找到这些理论的论据外
,

如何通过实验确定真实物体的微极材料常数“ 8 ’
等方向也越

来越突出
.

这些工作的突破会使微结构理论的应用跨出关键一步
,

也给理论发展提供新的动

力
.

五
、

结 论

微极理论 (以及同一层次的其它微结构理论) 发展已达二十年
,

在粒子特征尺寸属亚微

观那个尺度范围内越来越显示出它的优越性
,

表明它比经典连续体理论更深一层次
.

本文侧

重于应用角度作了部分阐述
.

通过栅架的微极梁板模型
、

血液的牛顿
一

微极分层流模型 以 及

密质骨微极特性的实验论证等更深入体会微极理论的本质特点
,

并介绍近期应用方面的部分

进展
.

读者欲进一步了解可参阅 [ 1 ]
,

〔19 」~ 「2 3〕和 Int
.

J
.

E n g n g S ci 等杂志
.

此外
,

在微

极理论这个层次内
,

各种模型 日益丰富
.

例 如微极粘弹
、

热弹
、

各向异性
、

非线性微极
、

非

局部微极
‘““〕和可变形粒子的微结构理论等

.

这些理论的进一步完善和应用将给力 学 和应用

数学工作者提出更多新课题
.
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