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摘 要

本文假定上
、

下平板之间温差随时间按指数规律变化
,

研究当界于两平板之间流体层 的 平均

温度分布随时间变化时的 � ‘�
�
�� 对流

,

文中将临界 � � � �� ��� 数当作时间的函数
,

并将其按小参数

展开成级数
�

在时间远离零点时
,

得到临界 � � � �� �� � 数的一个近似到二阶的非常简单的表达式
�

一
、

引 言

自然界中
,

在广大的尺度范围内
,

发生着如此多种多样形式的热对流
,

以致于我们可以

毫不夸张地说
,

热对流是 自然界中最常见的流体流动
〔‘〕� 同辐射

一

样
,

对流是星际之间热交

换的重要原因
,

我们周围大气
、

海洋中
,

热对流同样起着重要作用
,

人们还认为位于地球内

部的流体对流是形成地球磁场的原因
�

不仅在自然环境中
,

而且在工业中
,

凡是考虑热交换

的地方都可以发现各种形式的热对流存在
�

理论上
,

热对流是研究向湍流过度的最基木
、

简

单的系统之一
,

流体层内的热对流还是研究非线性流体动力学的典型模式
�

�纽
� � � ��� ��

,

�� �� � 在一层很薄的流体层的下方加热
,

观察到六角形的对流模 式
�

后

来
,

人们就称在下方被加热 �或在上方被冷却� 的流体层中的对流运动为 �加盯� 对流
�

由于 �曲�� � 对流在理论上
、

实践上的重要意义
,

吸引着人们越来越多的注 意
,

在过去

二十多年里
,

从各个侧面研究这个题目的论文迅速增多
�

起初
,

多数这种研究都假定流体中

平均温度分布不随时间变化
�
但是许多地球物理现象

,

例如大气
、

海洋中的对流
,

温度分布

是随时间 变 化 的
�

� �� 和 � ���� � �〔
� ’, � �� ������ �【

� ’, � � � ��� ����� �「
‘」,

� � ��� � ��� ��
,

�� !�〔
� , , 『。 , ,

� � � �� ����� ��
� 」, � � � �� ���� � �〔

“’,
�� � �  ! �和 � � � �� ����� �【

。’等曾在不同条

件下
,

利用各种方法研究了平均温度随时间变化情形下的� �
� �� �对流

�

本文假定流体层上
、

下表面温度差随时间增大
,

但按指数规律随时间渐近地趋于一定态
,

从理论上研究在这种情

形下流体层 内的 �亡� �� � 对 流
�

首先得到平均温度分布
,

这个分布是随时间变化的
,

而且随

空 间变化是非线性的
� 然后将扰动量和临界�

�

川
� ���数展开成级数

� 最后求出一个非常简单

的
、

近似到二阶的临界�
� � �� ���数的表达式

,

它表明随着时间推移
,

上
、

下表面温差逐渐变

大时
,

临界� � � �� 地�数也逐渐降低这个合理 的结果
�

�

蔡树棠推荐
�
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二
、

平 均 温 度 分 布

取笛卡尔坐标
二 , ,

从
, 二 � ,

其中
二 � 是沿铅直方向的坐标

,

正方向指向上方
�

考虑两平板

之间的流体层
�

这两平板相互平行
,

无限大
,

都垂直于
二。轴

,

其中上板位于
二� 二���

,

下板

位于�
�
二 一 ���

,
�是两板距离

,

两板之间中点处取为坐标原点
�

设上板
、

下板温度分别是

。 �
�

。
� , 。 , 、

� 。
一

。 凸 � 。气�一 � � � �一尸丁 ��
‘

。
�

�
�

。
, 月 , 。 , 、

� � � � 乙、� “ 气�一 � � � �一户了」�

这里�
。,

� � 。是两个正常数
,

刀是一个小的正参数 �这意味着板的温度变化是非常缓慢的�
,

�是无量纲时间
, � � ��� 少 �� 是热扩散系数

,

是常数
, �是时间�

�

于是
,

决 定平均温度 �
。

的方程是
�

口� 。 日� � 。

口� 孟
��

�

� �

令 � , � �
。� �

�
��

, 二 � � 代入 ��
�

�� 得关于�
�

的方程

��
�

� �脚帜,�

一一
盯毋

关于�
,

的边界条件是
�

、月���、,‘�����
。 �
� , 二二二

一 一
�
△� 。��一 � � � �一刀

�〕�

。
,

�
‘

。
, � 。 八 , 、

� �
�

一

石 凸 � 。 � �一 � � � �一户� ��
乙

当· �

一彗
时

当二 �

一彗
时

��
�

��

初始条件是

�
�
� � 当 �� �时 ��

�

� �
“

在边界条件 ��
�

� �
‘

与��
�

� �
“

下的方程 ��
�

�� 的解是

甲 � �� , � , � ” � �。 � 。 � � , 一 、 、
止 �

, ‘ 尸 � , ‘ �

尸 � 一 , 气
—

� � 。 � 且� 、‘ , ‘�

“ �
, � � , � 少 夕 , 、

了币 二 一 � � � 一 � � � �一 � � 」� 十 一 � 一
一 二丁二� � � 。、 一

� � � � �一 � � 」一 � � � �一 � � 一

兀
一 � 」�

。 � 。
一

兀

下
王

叭 � 刀 兀

一尸�

其中
� � 凡��

�

令 �
,
二 �

,

�△�
。 则有

一
� ��一 。二� �一刀� 〕�十 迢量

兀

石

�一 ��
” � ���� ��� 兀之�

, 。 。 、 。 � , ,

一

甲二丁
, 厉 。、 气� � � � 一� � 」一 � � � �一 � 刀一不 � 」�

� 气� 刀
一
汀

�

一 � �

��
�

� �

� 一 ��一 � � � �一刀
� 〕�� �刀兄

‘一 ‘

豁班育
”““’�。· �卜“

·

卜
。· �「一 ‘

一
〕,

一 、,

一
�卜、

·〕�� 刀

熟豁 万
� � 一

�

月
一
,

� �月
一
汀

�

十
一尽

, 、 ,

十…飞
气� 刀

一
汀

一
�
一

�

�� � �〔一刀
�〕一 � � �〔一 �� 二2 : 〕)

eos(2。‘二) ( 2
.
4 )
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或者将(2
.
4) 写成下面的形式

:

势一
(卜 一p〔一刀

·〕)+ , “
!+ 。

2
”2+ O (,

3)

( ex p〔一刀
r]一 ex p [一 4n

2二2 :〕)eos(Zn二z )

( 2
.
5 )

~
. ,

异 (一 1)
” + ’

共甲 nl = 2山
一

云孟恋_ 2

不
i ‘。 , 。

( 一 1)
”十 ‘

2
n 2兀2

4

华
二2

(
·x p 〔一刀

:〕一 eX p〔一 4 0
2二2·

: )
c o s

( 2
。兀Z

)

这些式子表明
,

平均温度不是
z的线性函数

,

而且随时间变化
。

三
、

稳定性问题微分方程组

流体密度p 与流体温度T 之间关系是

p = P 。〔1一a (T 一 T
。

) 」

a是热膨胀系数
.

平均压力分布是

日歹
_ _。 , _ ,

, 二
、 :

砍一
p。。[‘一 a ( T 。 一 T 。

) 〕

其中g是重力加速度
,

歹是平均压力
.

现在给流体一个小扰动
:

T = T 。 + T
, ,

P ~ 歹+ P’

T ‘,

P’是扰动温度与扰动压力
.

由于没有平均流动
,

所以扰动速度就是
“:
( ‘“ 1

,

2

,

3 )

.

( 3

.

1 )

(
3

.

2 )

(
3

.

3
)

在忽略二阶小量情形下
,

a
u ‘

口t

能量方程是

了 口

运动方程成为
〔‘“’:

,

。a T
,

卜且
。

;彭
+· v

Z一
( 3
.
4 )

一“v
Z

)

丁
’

一
姚

会一
3
袋

其中
v是运动学粘性系数

,

假定为常 数
,

铲 是拉普拉斯算子
.
在得到这些方程时

,

B
o u s s

i
n e s

q 假设是成立的
.

(3
.
5 )

我们认为

从(3
.
4)

、

( 3

.

5 ) 式中消去变量
u , , u Z

和 P
‘〔’。’可以得到

三:
, u 3
一 。a v ; T

‘
+

v、
Z
v
’u 3

口咨

二一
v“

)

v
“

一
gav’了’

( 3

.

6 )

这里
口2

_
口2

v 丈兰 。x孟十 。二里

边界条件是
:

一
” “一 ‘

,

2

,

3 , 在
X3一 士

普
处



注意到在两板处有
;

八U

一一
姚丸口an曰�

一一
au叙

利用连续方程得到

毅
、 。 在 凡一士

梦
处

于是对“3我们有
:

叽一

毅
一 。 在凡一土

;
“处

(3
.
7)

如果板的热传导比流体热传导大得很多
,

则关于T
‘

的边界条件可以写为

T ,
一。 在二3一士粤处

‘
(
3

.

8 )

( 3

.

5 )

、

( 3

.

6 )

、

( 3

.

7 )

、

( 3

.

8 ) 式组成稳定性问题的微分方程组系统
.

下而进一步引进无量纲变量
:

(/ , 。, ·
) 一

( 令
,

青
,

令)

并假定
ex p〔a:〕f (

二 ,

梦)。 (z
,

r

)

,
T

‘
= 一 八T o ex p [a

:〕f (
x ,

夕) 8 (:
,

:

) ( 3

.

9 )

其中f满足关系式
:

f
r:+ f

, ,
+

a Z

f
= o ( 3

.

1 0 )

式中f
, ‘ ,

f

, ,

分别是f 的对
“ 和对 夕 的二阶导数

, “ 是水平方向上的波数
.
于是方程 (3

.
5 ) 和

(3
.
6) 在代入(3

.
9 )和引用无量纲(x

, 夕,

习后
,

变成为
:

「 J
,

n

, , 、

I n 一 L口
-
一
u 一

)

L

_

2

.

r

,

n

” ·

n

。 。
1

《」
~
广一 a

“
) 脚二九a

一 口一 。

厂r
( D

Z
一a
Z
)
口切

口丁
( 3

.
1 1 )

月曰丁口口

一

�
l之
�口甘卜门卜歼a

一
d

,

‘

[
a 一 (D

之
一 a
Z
)〕8= 功

△了
、。 g a d

3

k
梦

一
v

几

( 3
.
1 2 )

( 3
.
1 3 )

一一
R

口山
一一

D

R 是 R ay leigh 数
,

Pr
是P rand tl数

.

相应的边界条件是
:

切 ~ 0 ~ D 田

0 ~ O

在一 士
;
处

在 之一 、
;
处

(3
.
14)

我们认为流体的临界状态是a = 。
,

在 (3
.
11) 和(3

.
12) 中令a ~ O就得到

‘D
Z
一 “2 ,

2田

一
R一“+ 声

:(DZ一
)一
留 (3.15)

n, 。 、

。 口8
,

.

口0
(刀
-
一a

一

川 ~ 一田
-
二一 十

,

0 2 O T

( 3

.

1 6 )

式中 R
。

是临界 R
ay leigh 数

.
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四
、

求 解 方 法

现在来解方程 (3
.
15 )和(3

.
16 )

,

其边界条件是 (3
.
14)
.

首先
,

必须注意到 (3
.
15 )式中临界 R

ay le 运h 数尸
。

是时间
r 的函数

.
这是因为流体层内

平均温度分布是时间
: 的函数

,

相应不 同的时间有不同的平均温度分布
,

也就有不同的临界

R ay leigh 数R
。

与之对应
.

我们从(3
.
15) 和 (3

.
16) 两式中消去0后

,

可以得到下面关于二的方程
:

(。么

一
)3田
一
*。 ?

瓮
1
一

爱
。

贷
(。 名

一
)2。

+

〔(
1+
六)
(。2一)

+
六

·

异
。

赞」
(DZ
一)留

一

六
(。2一)穷

由(3
.
14)式

,

并注意到 (3
.
15 )式

,

则边界条件是
:

n 。
, 。 、 。

1
。

, , 、

日叫
叨 = O二 D 切

,

( D

“
一梦)

“阴二
一

若
一

〔D
“
一梦) 丫一 一

v
一 ~ 一

’ 、

一 一 /
~ 一 尸r

、

一 一 产

口丁

然后 ,
将。与R

。

展开成小参数刀的级数
:

当 z

(4
.
1 )

(4
.
2 )时

1一2
+一一一

切 = 田
。
+ 切 L刀+ 叨

:
刀
2+ … + 刀E

二 , ,
e x

p 卜4
n, 二2 : 〕+ 刀2E w

Z。 e x
p

[ 一 4
n2, , :

卜 …

+ 刀
,

兄 田 2
, , 。 e x p [ 一 4 (

。2 + 。2) 二
2: 〕+ … (4

.
3 )

” , 价 一 1

R
。
二 R

。
+ R

、
刀+ R

Z
刀
2+ …

其中二
。, 二 , ,

…
,

。 , , ,

二 2。
,

…
,

二 2,
, , ,

…是z与:的函数; R
。,

R
, ,

R
Z ,

…是:的函数
.

将(4
.
3)

、

(
4

.

4
) 式代入 (4

.
1 )式

,

并利用 (2
.
5)式

,

我们可以得到关于 。。, 切 , ,

叭
” , 阴如

”
’ ,

阴“
, 。 ,

…等的方程及相应的边界条件
.

为了简化这些方程
,

我们考虑
r
不是很小的情况

,

这时凡包含因子

ex p [一 4n
2二2: 〕

, e x
p

[ 一4 (
n Z + m Z)汀

2 :〕
,

…

的那些项都是非常小的
,

可以略去
.
于是我们就可以仅限于讨论、

。, 切 , , 二:
, ·

…

首先讨论一阶近似情形
.

关于二
。

的方程是
:

[(刀
2
一a

,

)
3

+
。“
户

。

〕、
。
二 o

式中 R 。
= R

。

(
1 一ex p〔一刀

:」)

从(4
.
5) 式易知

,

对于较大
:值时有

:

(4
.
4)

叨 2
-

( 4
.
5 )

黔
一。(刀)

,

令
。

一O (刀
2
,

,

…
(4
.
6 )

所以相应于 (4
.
5) 方程的边界条件就是

:

切 。
二 D 阴

。
== o

,
( D

Z
一a
Z
)
2叨。

= o 当 之

时 (4
.
7)

方程(4
,

5) 及边界条件(4
,

7) 完全与〔10 〕第44 4页上方程《50) 及 (51) 一样
,
于是我们可以



吴 烽

8)为于=4.因由瓦

直接写出它的解是
:

切。
= 月0 eos 9 02 + A l eosh g之+ A

: e o s
h g

关z

其中
。。

一 !( ?40 )
‘ 一 1

」
’

, 。2

一「
, +

一

合(影
一

)

‘ (1+ ;、、)
]

广是q的共扼复数
.
利用边界条件

,

我们可以得到一组关于A
。,

A
,和A

Z
的代数方程组

.

月
。,

A
,

和A :不能全部为零
,

所以可以得到系数行列式等于零
,

这正是左
。与。之间关系式

.

我们只关心临界R
a
尹
eigh数

,

所以
,

相应于
a~ 3

.
127 ,

最小的 户
。

值是 1707
,

7 6

,

也即

1707
一

7 6

〔1 0 ; .

于是我们有

R 。
=

户
。

1 一ex p厂一刀
:〕

17 07
.
76

1一ex P〔一刀
:〕

(4
.
9 )

同时相应的有

月
。
= 1

,
A

l
= 一

1 一f斌 3

2

。0 5
( q

。

/
2
)

c o s
h ( q

/
2 )

二 一 0
.
0 3 0 7 5 一10

.
0 5 1 9 4 , 月

2
= A t ( 4

.
1 0 )

此处 月犷是月
l
的共扼复数

·

现在转到二阶近似的计算
.

注意到(4
.
6) 式

,

我们可以有关于田
,

的方程

「(D
‘
一 。2

)
3
+ 。2

左
。

〕阴
工
二 一 。“

左
, 阴。

+

刀
。
一左

。

左
。 ( D

Z
一 a
Z
)
2功。

+
。2。。

( 尸
。
一左

。

) 乙
(一 1 )” 十 ’

2 n
2汀2

C o S Z 儿汀z ( 4
.
1 1 )

其中 R ,
= R

,

(
1 一ex p〔一刀

:〕)

从(4
.
11) 式易知

,

当:不是很小时有

(4
.
12)

(4
.
13)

所以

淤
一O (刀)

,

你
1
一。(,

么
)

关于田
, 的边界条件是

:

w := D 阴 ,
= o

,

刀(D
Z
一 a
Z
)
“。 ,

= 户
:(DZ
一)架

1。 ,

钧 Z 二二二
.~

卜万 怀r

一 一 Z

但是已求出的叨
。

与:无关
,

故叨
,

的边界条件是
:

n _
。

, , 、 。 _ 、 , .

1

_ ,

山
,

= D 阴
l
= 0

.
(D

Z
一a
Z
)
“阴

,

二 O 当 之 二 十 喜时
、

一 ‘ - 一」 一 2
’

甲

设方程 (4
.
11 )

、

( 4

.

1 4 ) 的解是

山 := B
。 e o s

q
o z

+ B
, e o s

h Q
z

+ B
Z e o s

h g
关z + 田 , 尸

这里

(4
.
14)

(4
.
15)

、 , ,
= p

‘2 s
i
n 。。z + p

o z s
i
n
h q

z
+ p

o z s
i
n
h q

苦z + 乙p
7:, e o s Z n 二 之 e o s 。。:

+ 乙Ps
, , e o s

Z
。, 2 e o s

h q : + 乙p
。, , e o s Z

。二: e o s
h g
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+ 兄 p
, , 2 s

i
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Z
。二2 s

i
n 。。: + 又p

:, 2 s
i

n
Z

n 二之 s
i
o
h 、:

+ 乞p
。, 2 s

i
n

Z , 二之 s
i
n
h q 赞 ,

( 4
.
1 6 )

二1

其中 已= 一
月
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左
1
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Z
)

· +

锻
A0

凡
A 1

6q(q瞿冲
+
豁以

尸
。
= 尸曹=

班:aZ左
,

已亏百硬亏
, 么一a

z
)
“

黯
, 2

P : , 1
=

P

, 。 2
==

( 一 1)
” + ‘

2 n
2兀么

左
。a Z

+ f

。

( 一 g吞)

)〕2一 q孟[g限扣玉不几丈而蔽 )玩云二云万
a’

A
。

( R
。
一 尺

。

)

(
4

.

1 7 )

q
。 g

, 。

( 一q 后)
0a2+ f

”

( 一 q孟)〕
2一 q孟[g

。。
( 一q ;)〕“

a Z
A

。

( R
。
一 尺

。

)

户
。a Z

+
f

。

(
、“)

_ , , ,

。

百万砂升
。

分
,

下少不奋叮面互
泛
j i
厄一

“一

,
, 、It 。

-
户

。

)

( 一1 )
”

2
n 2 兀2

g
,

(

,

(
q

Z

)

〔尸。a Z + f

,

(
a

Z

) 〕
2+ 92[g

。

(
q
Z
) ]

“

P
。。:

= 尸鑫
:

aZA :(R 。一尺。
)

礁
;,

一一一一一一z内‘1称Ps#几

式中函数

f
。

(
二
) = [

戈一aZ一 (2
。二
)
“

〕3一 48n么二
2二
[
二一a

Z
一 (Z

n二
)
2
]

g
,

(
戈
) = ( 4

n 二
)气一12n二[x 一 a

艺
一 (Z

n二
)
2
〕

g , 。

(
x
) = 一 (4

n二
)
3 x 一 12n汀〔戈一a

Z
一 (Z

n汀
)
“

]

而尸曹
,
尸森
;, 尸乳

:
分别是尸

。, 尸。
。
: , 尸。

, :

的共辘复数
.

由边界条件(4
.
14) ,

我们可以决定(4
.
15)式中系数B

。,
B

; ,
B

: 和 R :, 事实上由(4
.
14)

及 (4
.
15) 我们可以得到

:

B O c os 一

墨
。

+ “
1 co ‘

h

普
+BZcosh 妞

2

q
关

/ l \

= 一 功
IP I
~人一 ,
、 乙 ,

一 B oq
o sin 雪

一

+ B

l、s‘n h

号
+“Zq’s ‘n h

替一
D。!·

(合)
(4.18)

B。 ( q 名+ aZ)“ e o s + 刀
,

(
、2一。“

)
“。。s

h冬+ 刀
2
(。
.“
一。2

)
“e o s

h

牛‘ 乙

q 朴

q02

一‘D “一“2’
么 ,

心)
注意到 (4

.
18) 式左边B

。,
B

, ,
B

Z的系数行列式等于零
,

即
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因为B
。,

B

, ,
B

:

不 可能是无限大

广2.h0

,

所以一定会有

eosh q
2

11C石zJ..、

P切

n / 1
J少功

:户
.

、 2

。、in h 竺
艺

q ‘5 i
n
h q 关

( 4
.
1 9 )

L口一
“一
’
一
功 , p

气2 ) 又q一
“一
’
一
c o s n

乏 又g’
‘

一 “一

)

“
c o s n

毛

(、
.
19 )式就是关于户

,

的方程
,

从这个式子我们可以计算反
,

; 然后令B
。二 0

,

再利用(4
.
18 )式

去计算B
:
和B
Z; 当第二阶近似计算完成后就可以转到下一级近似计算

,

如此类推
.

五
、

结 果 和 讨 论

通过数值计算
,

第二级近似的结果是
:

刀
:
= ( 0

.
0 0 0 9 1 + 0

.
0 0 1 8 4 1

e x p犷一刀
:〕

1一 ex p [一刀
:〕

’
B

Z
二 B

R
;
= 0

.
0 3 6 3 5

其中B 犷是B
,

的共扼复数
.

夕
。 e x

p 「一刀
T〕

(1一 ex p仁一刀
:〕)
z

(5
.
1 )

所以归纳起来
,

只取一阶近似的临界R ay l
ei红h 数是

:

R
。

一R
。
~

R
o

1 一 e关 p [ 一刀司
(5
.
2 )

直到二阶近似 的临界R
ay le igh数是

:

R 。
~ 刀

。十尸
,

月=
冲
。

1 一ex p仁一刀
:〕
(1+ 合) (5

.
3 )

其中
。一 O

·

。3 6 3 5刀:

蟹舒绍
::

(5.2)式 、

( 5

.

3) 式中R
。
二 17 07

.
76

,

是土
、

下平板温度差不随时间变化时灼临界R
a yle igh 数

.

当时间
:” OO 时

,

无论是一阶近似还是直到二阶近似的临界 R
ay le igh数都以 尸

。
一 17 0 7

.
76

为极限
.
此时

, 、”。
。,

这就回到平均温度不依赖时间时的结果
,

这正是期望的结 果
,

因为

To co 时
,

上
、

下板温差就是常数八T
。了
.

由 (5
.
2 )

、

( 5

.

3) 式
,

我们还可以看出
,

随时间推移
,

上
、

下板温差逐渐变大
,

而 临 界

R a对
e地h数R

。

却逐渐下降
,

但始终比 砂。二17 0 7
.
76 大

.
这就是说

,

若 A T 。 取得使 八T o g a d
3
/

(如)( 月
。
一片

,一

7

.

76

,

则在整个 卜
、

下板温度差变化过程中不会达到临界状态而出现 热 对流

运动
,
这也是预料之中的事

.
如果么T 。取得足够大

,
则达到一定时间后

,

两板之间温度差大
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到一定程度
,

就会出现热对流运动
.
这时可利用下式计算热对流开始发生的时间

:。

八T , g a
d

3

壳”

p
_

一 ‘一 e x p艺一刀
:。

: ( ‘+ 。
。
) ( 5

.

4 )

其中

由(5
.
4 )得到

:

d一。
·

。36 3 5刀,

哭足窗耸{
。

:

八T 。 ( 1 一 ex p L一刀
r。

j ) g
a
d
“

九v
= R

。
( 1 + 乙

。

) ( 5

.
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这表明若以两板温度差来定义 R ay le ig h 数R
关 ,

即

尹= 些
_:(1一 ex p〔一刀:〕)g ad 3

儿v

当取
一

阶近似时
,
尸‘的临界值尸节正是乡

。 ,

这与两板温差固定时的临界R
aylei: h数一样

.
这就

是说
,

两板温度差固定 时的情形是两板温差缓慢变化情形的一阶近似
.
当取二阶近似时

,

由

于占> o
,

所以显然有R 七> 尸
。,

即温度差随时间变化时的临界 R
ay le 谁h 数大于温度差不变时

的临界R ayleigh数
.

另外
,

虽然(5
.
2 )

、

(
5

.

3) 在:。0时给出R
。

。。的结果是合理 的 (因为:、O
,

上
、

下两板

温差趋于零
,

流体中当然不会发生热对流 )
,

但是 (5
.
3) 式却不能被应用于

:分O的情形
.
(5
.
3)

式成立的条件是 (1 一 ex p〔一刀
:D 不能很小

,

因为当 (l 一 ex p仁一刀司 )很小时
,

d 就可能大于1
,

这表 明展开式(4
.
3) 与(4

.
t) 不能应用于非常小的

:值
.
我们可以估计能应用的

:值范围
.
事实

上
,

当刀
:、O时

,
d o

o

.

0 3 6
35 /

r ,

所以如果
:> 0

.
36 则j总是小于0

.
1 ,

这说明
:> 0

.
36 已是可

以应 用的范围了
.

我们的结论是
,

对于时间
:
不等于O

,

且大于某一个数值时
,

( 4

.

1) 和(4
.
2) 式的解可以展

开成切和R
。

级数(4
.
3) 和 (4

.
4) ,

并且可以进一步得到临界R ay l
eig h数的随时间变化的一个简

单表达式
。
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,
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