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摘 要

本文将平面上的Ste in e r
问题的一些结果推广到一般的正则曲面上

,

主要结果是

定理1 设 A
,

B
,

C 是正则曲面 刃 上的三个点
,

若 万 上另一点尸使 万 上的光 滑 弧长之和

A 尸+ B 尸+ C尸达到极小
,

则此三弧中每两弧在尸之交角皆为12Q
O .

古典的S te in e r
问题几乎是众所周知的

〔” 〔“’.

问题说
:

在平面上给定了三个点
,

求作一点

使得它到三定点距离之和为最小
.

这一问题多年来虽有种种讨论和推广
【“’〔4 ’【5 ’,

但尚未见到

将它推广到曲面上的情况
.

也就是说
,

在一正则曲面上给定了三个或三个以上的点
,

求作曲

面上的一个点使得它到给定诸点距离之和为最小
.

这一最优化问题的意义是不言而喻的
,

因

为在实际问题中难得遇到真正的平面
.

本文将 St ei ne
r 问 题 的 几 个 结论推广到一般 的正则曲面上

.

我们的结果是下列三个定

理
:

定理 1 设A
,

B
,

C 是正则曲面 艺 上的三个点
.

若 刃 上另一点尸 使 艺 上的光滑弧长之

和 A 尸+ B 尸 + C尸达到极小
,

则此三弧中每两弧在尸之交角皆为 1 2 0
‘ .

定理 2 设 A
,

B
,

C 是正则曲面 万 上的三个点
.

1
, 。 , ” 是 三个正数

,

若 艺上另一点

尸使 加 权和 l
·

刁尸+ m. B 尸+ n. C尸达到极小
,

则有

sin
乙BP C _ sin

乙AP C _ sin
乙A PB

l 一 m 一 n

这里A 尸
,

B 尸, C尸 是 万上的光滑弧
,

而乙B 尸C ,
乙A尸C

,

乙A PB 分别是这三弧在 尸处两

两所成之角
.

定理3 对正则 曲 面刃上的
n
个点A

, ,
A

Z , ⋯
,

A
。

(n 》3) , 若万上另一点尸使 尸到各点

光 滑 弧 长之 和
立分

取至。极小
,

贝归处诸弧的半切线上白勺单位向量 (方向均指向尸) 之和

为0

下面将证明定理1 ,

适当选择坐标系
,

同时指出
,

对证明作适当的修改
,

即可得另外两个定理
.

使 尸 点的坐标为 (0 , 0 ,

0)
,

使万在尸点的切平面为 : = 0 ,
于是 刃在

,

钱伟长推荐
.
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尸点邻域可以用方程
: 二j( 二 , 川 表示

,

而 f 有连续的偏导数
.

因为刃的在 尸处 的切平面为

之= 0 ,

故

叮 } ~ 叮
d 劣 1, 口夕

( 1 )

再设弧A 尸
,

B 尸
,

C尸的参数方程分别为

义 = 切
,

(t )

夕= 劝, (t) r 。

z = X ,

(t)

0( t( s , )

% = 切e (t )

夕= 劝e (t)

之二X 。(t)

( 2 )

(0( t( s c )

这里我们取参数t为从尸开始计算的弧长
.

于是
:

(叨二(t))
“+ (劝二(t ))

“ + (x 支(r ))
2
~ 1

又因为月尸 在 曲 面 万 土
,

故

( 3 )

x ,
(t)= 六明

, (t)
,

劝
,
(t ))

从而

、: (。卜 ;互!
尸

·

、; (。) +

:{1
尸

·

, : (o)一 。

同理

x 盛(o )= x 吕(o )二

再结合 (3) 可得

切二
2
(o) + 势二

2
(o )~ 1 , 甲二

2
(o) + 势么

2
(o )二 1 , 甲二

2
(o )+ 沪吕

么
(o )= 1 ( 4 )

过尸作三弧之半切线
,

使方向与曲线的正向一致
,

分别记三直线为l, ,
l
。 ,

l。
,

直线上的点的

坐标为
二
月

.子‘、、产
、、了口八曰�八U了它、‘尹、、CrCI

切话丫o一一一一一一义夕
2

�

百!
‘口/、. .f.t

口

X92
r.....
.

悦‘... .七

l
,

‘ = 切二( 0 )
·

t

夕= p二( 0 )
·

r IB

= 华盛( 0)

= 此 ( 0) ( 5 )

之二 O

r....J了、.l
.L

由 (4 ) 可知
,

参数t恰为自尸至 t所对应的点的线段之长
.

用A
: ,

B
‘,

C
:

分别记三条半切线上相应于t的点
,

用F
‘

记△A
:
B
‘
C

:

的Fe r m at 点
.

设 F
.

到

A
‘,

B
。,

C
:

的距离分别为。久
, m 玉

, m 丢
,
尸到A

: ,
B

: ,
C

‘

的距离分别为力
, ,

P
。 ,

P 。 ,

则有
:

引理 1 若对某个t0 > 0 ,
F t。寺尸

,

则对一切 t> 。亦有F
‘
今尸

,

且有与 t 无关的正数 a ,

使

得

(P , + P , + P。) 一 ( m 二+ 。二+ , 丢) 二 a t

证明 因为相似三角形的F
e r m at 点是相似点

,

故由

△月
。
B

oC .
。△A

o
B

:

C s

可得

△A
‘
B

: F ‘

。△月
。
B

: F s

又

△月
‘
B

:
P。△月

,

B
:

P

故得

。二_ m 孟_ 儿B
.
_ t

m 二一 川玉一 Aa Ba 一 ;
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g一一
-su一
s

一一
毗

.

t

f,一一
毗一

s

一一

同理

阴二_

m 丢

故有
:

呼 =

皿
一。 ,

一

呼
不 万 不

这里
e ,

f
, g 是与 t 无关的常数

,

又因 P
,
= P , = P。 = t,

故得

(P , + P , + P。)一 (m 二+ m 玉+ m 二)= 3t一 (e + f+ g )t

= (3 一 (e + f+ g ))t== a t

其中
a = 3 一(e + f+ 夕)与t无关

.

由F e rm at 点之性质
,

当

尸手 F
‘

时 at > O ,

即 a > 0
.

引理 l 证毕
.

引理 2 设 F 节是曲面 刃上的点
,

F 节在 : = o 平面上的正投影是 F
, ,

f(二
; , , 梦, ,

))
,

则有

lim 三迈1制

图 1

即 F节
:

(戈 r , , 夕尸, -

证明 过P F
,

与 : 轴作平面二 ,

设 二 与万的交线为厂
,

则 尸F
:

是 厂在尸的半切线
.

不妨设

尸尸
。

为正x 轴
,

则厂的方程为

r
:

则F
。

F节二 j( 尸尸
, , o )

.

干
, -

、y =

f(二
, g )

0

又因F
.

在以尸为中心以t为半径的圆内
,

故

。( 一凡; t 《- f(尸尸
‘,

0 )

尸F
.

。( l;m 尽户
一

成
‘~ ) 0

1im

尸F : 。0

f(尸尸
: ,

0 )

尸尸
,

_ af
aX

引理2证毕
.

引理 3 设月节
,

B C誉表示

月
t
A节 _

t

A尸
,

B 尸 ,

h m _

旦少

C 尸上对应于才的点
,

则有

C
.

C 份
= ll m —

二

万
巴 一

= 0
￡一 ) o T

证明
切咭

(t)一 , 二(o )t

t 黔
切·

{
‘’ 一 * : (”, 一 * , ‘”, 一、, ‘。, 一 ”

-

皿知im

同理

再由

i 即得

li m 势越兰卜吐卿
t

。峥o t 黔
X , (t)一 X支(0 )t

t

瓜君二心 (物诊)‘此 (而)耳
一

(劝不)二
一

动取石介介不丈
.

死拓百)一 x 二(厅介)
乏

A
.
A

才珊一 了
-

一 1im
了了

已- 于 U , \

= 0

:巡乏一‘‘Q丝 、
’
+ ‘丝少卜必蛋‘

.

Q犷
一

、
2
+ (

干 / \ r / \

X , (t )一X二(0 )t

)
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一
黔

一

叮
,

引理 3 证毕
。

现在来证明定理 1 本身
.

用反证法
.

设月尸
,

B尸 , C尸在尸点所成的角不全为1 20
’ ,

则尸不是△城场 C .的F o r m at 点
.

由引理1

得

(P , + p , + p 。 )一(m 二+ m 么+ 。去)= a t ( 6 )

其中
a > 0.

设 F 节
一

与 A节
,

B 节
,

C于之 曲面距离分别为 M久
,

M么
,

M县
.

它们之间的直线距离分别为

M盆
,

M 么
,

M 去
.

过凡F 节A节作平面二 , ,

沿 二, 与万的交线从F于到 A于这一段弧长记为 对二
,

则有

厕久( M久( 材久 ( 7)

但由弦与弧的关系
,

对任意
8 > o ,

存在占
,

> o ,

使得当】州( 6
,

时有

1府久一厕久1< Zt。 ( s )

由 (7 ) 更有

!M二一M 久l< Zte

由引理 3, 黔 “

丫
于

-

故对
: > o ,

有d
Z

> 0使当 !t }( 占
2

时有

}A
‘
A节}< 九 ( 9 )

再由引理 2 ,

故对
。> O ,

有6
3

> 0使当 }t }簇占
3

时有

F
,

F于
11 m

-

一一 一
万

J

= U
‘一 ) 0 丁

一 一
-

一 一爪了与

!F
‘

F 寸}< t。 (1 0 )

现在取d = m in {d
, ,

d : ,
己

3

}
,

则当 }t }( d时由(9 )
,

(1 0 )

有 (见图2)

IM二一 m 二】< Zt。 (1 2 )

再由(s )
,

(1 1 )得

!M二一。二}< 4t。

同理

}M么一 m 玉}< 4 te ,
!M丢一 阴丢!< 4 t。

如果取
。= a

/ 2 4
,

则对O< t( d有

, ,

二
, 才 , . , , , 、

~ ‘ _ ,

l
吸P 通十P B十 Pe ) 一 划姓几+ JVI 云十 zyl 云)声 a 丁一 1 艺r￡= 下 a 不户 U

‘

故尸不是极小值点
,

证毕
.

显然
,

引理 1 可以推广成

引理 1
‘

若F 甲是△月
‘

及 C
‘

的带权的S te in e r
问题的解

,

即当Q = F 丫时

l
·

A
:

Q + m
·

B
:

Q + n
·

C
‘

Q

取到最小值
,

若以 m 知
, 。玉。

, m 乙
, 记F了分别到 A

: ,
B

‘,
C
。

的距离
,

则有

(l
·

P , + m
·

P , + n
·

P。 )一 (l
·

m 久
, + m

·

拼二
。 + n

·

阴丢
。 )二 a ‘t

这里a, 是与t无关的常数
,

当尸了笋尸时有a’> 0
.

这里P, = Pa = P。= t为 尸到 A ‘, B . , C
‘

的距
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离
.

引理1 “

在点尸所在平面上 自尸 引射线 尸月
, , 尸A

Z ,
⋯

,
尸A

, ,

分别在各射线上取点A :

使尸月 : = t> 0
.

设F , 是平面上关于点组{月 :
,
‘= 1 , 2 ,

⋯
, 。}的铜心问题的解

,

即当 Q“凡

时

A 呈Q + A ;Q + ⋯ + A ; Q

取到最小值
.

以。 :记F
:

到A :的距离
,

则

兄尸A : 一乙 阴 : 二 a “t

感. 1 ‘. 1

其中a “

是与t无关的常数
,

当F
。
今P时

,

al, > 0
.

分别用引理 1 尹

和引理 1 “代替引理1
,

并将其他有关部份适当修改
,

即可得到定理 2和定理

3
。

兹不赘述
.

最后
,

我们指出本文结果的一些应用前景
,

应用之一是求最短网络的问题
「6 ’.

既然我们

已将平面上的S te in o r问题推广到一般正则曲面上
,

所以不难将平面上关于 S te in e r 最短树的

某些讨论和结果推广到曲面上
.

众所周知在实际应用问题中难得遇到真正的平面
,

所以曲面

上的最短网络的讨论和结果具有更大的实际应用价值
.

限于篇幅在本文中只能作初步探讨
.

所谓一个
“

图形
”

是指某个曲面上点的集合和一些连接两个点的弧段 (该 曲面上的) 的

集合
.

如果任两点间都能由一些弧段连通
,

则此图形称为
“

连通 图 形
” .

如果任两点间连通

的路线只有一条
.

则此图形称为
“

树
” .

现 在 讨论网络时
,

除考虑点和弧组成的图形外
,

我

们还要考虑它们的几何
,

叩点的位置和弧的长度
。

一个点集的网络必须是一连通图形
.

我们

现在的目的是要将所给的网络通过增加一些新的点和连线
,

测量出这些连线的长度
,

扩大成

一个新的网络
.

要求在此新网络上找出一个子网络
,

它是连通的
.

它包含原图中所有顶点
,

而且它的所有弧段长度的总和又是具有这种性质的子网络中的最短者
.

这种子网络被称为该

曲面上的一棵S tein e r
最短树

. “

最短
”

这一要求迫使该图形必为一棵树
.

在 St ein e r 最 短树中包含两种不同的点
.

有一些位置固定的点是我们设计任何网络时必

须包含的点
,

称为
“

原点
” ; 另一些点的出现只是为了缩短网络

,

称 为 S te in e r
点

.

给定一个

图形后容易证明最短树必须满足下列两条件
:

任一St e in e r
点必为由夹角为1 20

’

的三弧的交点
.

有
n
个原点的图形最多含 (n 一2) 个St e in e r

点
.

甲乙

曲面上最短树的造法的关键是找一个可以确定任何三个给定点 的 S te in e r
点的位置的构

造性方法
.

可是至今尚无这种方法 (即使是近似 方 法 )
.

因此这种方法的研究将有很大的理

论和应用价值
.

在特殊曲面上
,

或特殊曲面上的特殊点集的 S te in e r 最 小树的研究
,

以及曲

面上的次优树的研究同样是十分有价值和有趣的课题
.
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