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摘 要

本文用伽辽金方法求解定常剪切流中计及水力学相互作用的虎克哑铃分子模型位形空间分布

函数的扩散方程
,

并计算了其稀溶液的剪切粘度
、

第一
、

二正应力差系数和分子的平均 相对 拉

伸
.

结果表明
,

微观分子模型中的水力学相互作用
,

对虎克哑铃分子模型稀溶液的流变性质有重

要的影响
:

粘度和第一正应力差系数不再为常数
,

而随着剪切率的增加而减少 ; 第二正应力差系

数不再为零
,

而是绝对值很小的负值 ; 分子的平均相对拉伸增加
.

与自洽平均法 (S el f
~ C o si s t ent

A孔ra ge M
e th o d) 相比

,

两种方法所得到的粘度函数和第一正应力差系数定性地相符 ; 而自洽

平均法得到的第二正应力差系数与数值解和实验不符
.

一
、

引 言

自从 K irk w 。。 d 和 R ise m a n 〔”提出用 O s e e n
张 量 来计及分子模型中的水力学相互作用

以来
,

如何考虑聚合物分子对溶液流场的干扰一直是令人感兴趣的理论课题
.

由于O s e e n 张

量的奇异性
, 考虑水力学相互作用使得分子模型位形空间分布函数的扩散方程难以求解

.

为

了避免数学上的困难
,

必须采用近似方法
。

最粗糙 的近似方法是预平均方法
【‘’,

即扩散方程

中的 O s e e n
张量用其平衡态的系综平均值来代替

.

预平均方法只能得到牛顿流体性质的物质

函数“ ’, ’“’.

Zi m m 曾提到
,

他将 O se e n
张量的第二项展开为幂级数

,

然 后 用 数值方法求解

扩散方程
,

并计算了一阶近似的粘度函数
,

得到剪切变稀的结果
【“’.

但他未发表具体的结果

和进一步的工作
.

Fi
x m a n 和 Py u n 曾经用摄动法研究过珠簧链模型的水力学相互作用

〔‘’.

他

们用刘维尔算子对角部份 (即无水力学相互作用时的刘维尔算子) 的本征函数作为基函数来

逼近分布函数
,

然后用摄动法处理算子的非对角线部份
.

他们取多重埃尔米特多项式作为基

函数可能是不妥当的
.

因为分布函数应是链段位形矢量的偶函数
,

但奇次阶埃尔米特多项式

都是奇函数
,

不满足分布函数的这种对称性
.

近年来
,

人们开始用分子布朗运动计算机模拟

方法来探求这一问题的解
〔“’.

但 由于 O se e n 张量的奇异性
,

在计算机模拟时不得人为 地 将

O se e。 张量正则化
‘5 ’.

最近
,
O tti ng

e r 采用自洽平均近似方法得到了一些合理的结果
,

与预

平均方法相比这无异是一种改进
.

目前对于用 O se e n 张 量 计 及水力学相互作用还存在着争

.

吴望一推荐
.
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议
,

而且水力学相互作用对于分子模型玄观性)
l

万的精确影 响还未真正 搞 清
一

楚
.

鉴于上述情

况
,

用数值方法研究水力学相 互作用
、

为分子布朗运动的计算机模拟和各种近似方法提供一

个参考是十分有用的
.

本文应用求解 FE N E 哑铃分子模型时提出的数值方法
〔? ’,

求解考虑水力学相互作 用 的

虎克哑铃分子模型位形空间分布函数的扩散方程
,

并计算了定常剪切流的物质函数和分子平

均相对拉伸
.

由于 O s e e n 张量的奇异性
,

扩散方程构成的边值问题在 H a d a m ar d 古 典定义

下可能是不适定的
,

但并不等于不存在现代适定意义的广义解
.

现代数学已将微分方程边值

问题适定性的概念大大拓广了
,

指 一

个函数是一微分方程边值问题的解时
,

很少是指这个函

数精确地
“

满足
”

此微分方程
〔S J .

O s e e n 张量描述单位强度集 中体力在无限域粘性流体中产

生的扰动速度
,

其积分平均值是是限的
.

因此 O se e n 张量的奇异性并不妨碍用伽辽金法求扩

散方程的广义解
.

而且 , 通常我们感兴趣的仅仅是溶液的系综平均性质而不是分 布 函 数 本

身
,

广义解正是问题的合理解答
.

二
、

分布函数扩散方程和求解方法

哑铃分子模型是最简单的聚合物分子模型
.

本文讨论由两个质量为 m 的刚性小球和一根

弹性常数为 H 的弹簧组成的哑铃分子模型 (图 1 )
.

图 1 中
,

9 为 模 型的位形矢量
,
描述分

广

护沪
l

)

l

广一图 飞 虎克哑铃分子模型

子的拉伸和在空间的取向
.

对于均匀稀 溶液
, 用 O s e e n

张量描述水力学相互作用时
,

在定常流动中
,
位形空间

分布函数砂(夕)满足的扩散方程
‘“’
为

:

a f二 。
_ .

, : , n
、

/ 2存T 即 2 。 。
_

八、一

么
·

{K
·

夕势一 (占一亡口卜(
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犷 若共一 仁H 夕势}卜= 0
ag 七一 圣 丫 、 一 ”一

‘

、 二 日夕 亡一 。 了
/ J

(2
.

1 )

式中丝为溶液速度梯度张量的转置
,

互为球的 阻 力 系

数
,
秃为玻尔兹曼常数

,
T 为绝对温度

,

口为 O see n 张

量
,

雪口可表示为
:

; “一

履
“· (二“T /H )1

2 2

(d + 。。/。
2

)/。 (2
.

2 )

一
_ , , ‘

、 ,

一 _
. , 、 、, . _

一
,

‘一
, 。
一

_

r
.

众 , , _ , ‘

二 /
县甲 n “

刀农尔水刀早柑三丫目刊 独厦阴 多 戴
, 门 ”

二 , 叮
, 1 8

万
3 6兀 3

九T
’
叮

,

为 溶 剂 的 粘 度 常

数
.

泄 的上限值可达0
.

48 8
,

此时在统计平均意义 上 两 球 相 互 接 触 在 一 起
‘汤’。 通 常 取

0《h万0
.

3 〔”
.

分布函数 似夕)在无穷远处满足齐次边界条件
,

即 Q二 oo 时
,

砂= 0
.

此条件相应于找到

无限长度的哑铃的概率为零
.

在不考虑水力学相互作用时
,

要求 劝在 Q = O处 满足光滑性条

件‘7 ‘.

计及水力学相互作用后
,

在 Q = o 处似乎提不出新的要求
, 这里仍采用光滑性条件

:

~
.

a
Q = 0 时

,
劝= e o n s t , 。门 势= 0

以叼

对于沿 二 轴方向剪切率为 心的定常剪切流动
, 。 ,

= 夕夕
、 。, = v :

=

(2
.

3 )

O
,

可 以 引 入如 下变

换
,

3 1二
, , , ‘ . 、 、

l

夕一“ + “n , ‘应,
一 ’ “一‘v

一

Z n“‘十“,

}
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二= H Q
z

/〔ZkT (1 + g )〕

劝= e x P〔一劣〕劝
产

式中 a 为常数
,

肠二雪/ 4万 为哑铃分子模型的松弛时间常数
.

条件
,

可进一 步假设
:

劝
尸
二 1 + 二f

7 8 3

(2
.

4 )

再考虑到上述关 于 劝的光滑性

根据 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )和 (1
.

1 )式可导出 f应满足 l均方程
,

在球坐标系(x
,
夕

,

功)中
,

表示为
:

(2
.

5 )

可将此方程

4 (二一 2; 二丢)
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火
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一
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5

2
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Z
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一 3 二 一 ‘
+ 4占二

一

蚤)一 4又, 协(z + 。)s
,
5

2

(2
.

6 )

式中已记 S 二 sin s
,
C = e o so

,
5 . = s in fn 功

,
C 。二 e o s。功

。

显然
,

方程(2
.

6 )在 戈= 0 处是奇异

的
,

不可能找到精确地满足此方程的正则解
.

现用 G al e r k in 方 法求在积分平均意义上满足

方程的广义解
.

为此选择广义拉盖尔函数 粼 (劝和球面谐函数 尸贯S
。和 尸君S

。
作为基函数来

逼近未知函数 f
。

f 的 N 阶近似值可表示为

N 份 万 一 月

了
、“ ’ = 艺 公 艺 艺 月蕊了森 (2

.

7 )

成. 0 ” 一 0 饥 . t J 一 0

其中 A森为待定常数而

尺么= 月 (x) 尸:犷C
Z ,

几么二讨 (“) 尸罗5
2 .

考虑到分布函数 势为 夕的偶函数
, (2

.

6) 式中只包含偶数阶的球面谐函数
.

根据物质函数的

系综平均表达式可取 拼= 3 / 2
,

于是权 函 数 为
e 一

、s’2
.

将 (2
.

7) 式 代 入 (2
.

6) , 可将 余 量

R (了
, 万’)用算子的形式表示为

:

n
, , , 、 、 , J ,

。
、 , r , , , , 、 .

2
式气J

、‘’ /

) = 吸/J 一 a 。才)J “
, J

一 o L x ) + 石
O

d抖 5
2

(2
.

8 )

其中 b( 二)== 2g (2 一 4如债一 3犷 ‘ + 4扣
一

朴
,
d = 2 , 砰 (1 + g)

, d 和。为微分算子
, 根据 (2

.

6)

式和球面谐函数的性质有
:

才(犷(劣)P圣尸C
: , ) = 艺

。

(Y(劣))尸护C : 。 (2
.

9 )
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.
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:
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根据 G al e rk in 方法
,

要求加权余量与墓数正交
:
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,
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由于 (2
.

3 3) 式关于指标 1 和 2 是对称的
,

当 几= 拜
:

时
,

只要交换 (2
.

3 4) 式 中下标 1 和 2 即

可
。

线性代数方程组(2
.

25 )可用常规的方法求解
.

求得系数 A 添后
, 就可进一步计算溶液的

物质函数
.

假设存在水力学相互作用时
,

哑铃模型在动量空间的分布函数是关于考虑扰动后

的溶液速度的麦克斯韦尔分布
.

这样
,
应力张量的 K ra m e rs 表达式仍为

:

工= 里
,
一 n

H (9 夕> +
nkT 6 (2

.

3 5 )

其中
n
表示溶质分子的数密度

,

<. 二>表示在位形空间的系综平均
:

<B > 一

{
B , (。

, , )d、

t ,

表示溶剂对应力的量的贡献
,

如果溶剂为粘度常数为 刀:

的牛顿流体
,

则可从 (2
.

5 )
、

(2
.

7)

和 (2
.

35 )式导出定常剪切流物质函数表达式
:

粘度函数
: 刀一叮
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式中欣T 标 和 2从T 峪 分别为不考虑水力学相互作用时的粘度第一正应力差系数
,

<分>
。。
为

平衡态时分子的平均拉伸等于 3 kT / H
.

将 (2
.

4) 至 (2
.

7) 表达的 劝的 近 似值代入 (2
.

36 ) 至

(2
.

39 )式
,

就可用 A二盆中的一部份系数表示物质函数
:

荡七
一

糕郭
一

厂(。+ , 。, ;:

一

扁
、

i== ;漆分
(; 十 1 )“ ::

(2
.

4 0 )

少
2

Z n kT几寿

(1 + g )
5踢户

“
J
。厂(俘十 1 ) (A 兮吕+ ZA

(2
.

4 1 )

(2
.

4 2 )

(Q
Z

)

(Q
Z

)
。。

2 (l + g )
3 J

。 〔号
一

六
十厂‘“+ ‘”韶 (2

‘

4 3 )

式中 ‘
。

为一常数
:

‘
。
一

如
‘ + 厂(u) 系

““

三
、

结 果 和 讨 论

用上述方法对 砂二 0 , 0
.

15 和。
.

25 三种情况进行了数值计算
.

砂 = O 相 应 于不考虑水力

学相互作用的情形
, 此时虎克哑铃位形空间分布函数的扩散方程有分析解

,
并可导出溶液的
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粘度和第一正应力差系数为常数
,

第二正应力
.

差为零即物质函数为
【“’:

(叮一叮
,

)、
一 。。

= nkT 久, ,
少

,

!
: 一

。
== Z n寿T几鑫

,
梦

:

}一
。= o

及
<Q

Z

>/ <Q
Z

>

一
。一 1 +

二
一

“:。

在一定程度上
,

可用这一分析解来检查数值方法的精度
.

表 1 中列举了 砂 = o时
, 几H介= 0

.

1

~ 2 00 的某些典型结果
,
由表可见

, 数值计算结果与分析解几乎没有什么差别
.

表 l h. = 。的部份数值计算结果

NNNNN 久、夕夕
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.
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3333333333333 11111 0
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0
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二

0
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0
.

1 00 00 0E + 1

0
.

1 0 D00 0 E + 1

梦 i
/ 2

, 人T 几乳

0
.

10 0 D00E + 1

0
.

10 00 D0E + 1

0
.

10 0 0 0 DE + 1

0
.
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0
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10 0 0 D0E
一

卜1

一

!一暨跳
-

} 一 0
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2 5 9 2 17君一 18

一 0
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3 7 5 1 7 7 E 一 1 8

一 0
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1 7 6 5 2 8 E 一 1 8

一 0
.

3 5 280 D E 一 1 8

0
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3 5 2 79 8 E 一 1 8

<Q Z>/ (Q
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, ;

0
.

1 00 66 7E + 1

0
.

16 6 6 6 7E + 1

0
.

67 66 6 7 E + 2

0
.

6 6 6 76TE + 4

0
.

2 6 6 67 7E + 6

h莽 = 0
.

1 5和0
.

2 5时的计算结果表示在 图2 ~ 5中
,

在计算中
,

N 取4 ~ 6
, a 取一 0

.

0 2或1
.

5

以达到较好的收敛性
.

由图 2 和 3 可见
,

水力学相互作用使溶液的粘度出现
“

剪切变稀
”

效

应
,

第一正应力差系数也随剪切率的增加而减少
,

但这一效应主要发生在 。< 几砂石 4
.

0的剪

切率范围内
.

当 几H夕再增大时
,

粘度 和 第 一

正应力差系数都趋于不考虑水力学相互作用时

的相应值
.

图 2 和图 3 中
,

还将数值计算的粘

度和第一正应力差 与自洽平均法的结果
〔“’
作了

比较
.

由图可见两者定性地符合
,

但数量上的

差异还是十分明显 的
.

这差别还有待于进一步

验证
.

图 4 中表示了归一化的第二正应力差系

数
.

随着剪切率增加
,

第二正应力差系数很快

趋于零
.

计算还表明
,

第二正应力差 系 数 为

}
‘: 一州丫爪

- 一-
-

一一
一

}

位方法

—
.

—自洽平均方法
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\ 二默
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一一一人人番= 000

行行夕夕
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图 2 h . = 。
,
。

.

15 和。
.

25 时的无量纲粘度函数
,

以及与自洽平均法所得的结果比较

图 3 h . = 。
,

差系数
,

5
.

0
一

10

。
.

1 5和。
.

2 5时的无 t 纲第一正应力

以及与自洽平均法所得的结果比较
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图 4

豁
归一化第二正应力差系数

,

图中 岁: , 。

表示零剪切率第二正应力差系数

10
一 ’ 王护

图 5 h . = 。
,
。

.

!5 和。
.

25 时
,

分子在定常剪
切流中的平均相对拉伸

负
,
其绝对值很小

,
例如

:

在 h件 = 0
.

2 5 和 0
.

2 5时
,

!梦
2

/ Z
n冷T 久寿l约分别小于 0

.

0 12和0
.

0 3
.

这一结果与聚合物溶液的实 验 相 符
.

而从自
.

平均方法得到的第二正应力差系数为 正
〔. ’,

这可能是由于人为地将 O se e n
张量正则化引起的误差

.

图 5 表示了不 同砂 值时分子的平均

相对拉伸情况
.

由图 可 见
,

水力学相互作用的结果增加了分子的拉伸程度
.

由以上的数值计算结果可得如下结论
:

1) 本文的方法是求解水力学相互作用问题的一种合理方法
,

并且其计算工作量比有限

元方法小得多
,

在 舫二O 时有极高的精确度
;

2) 水力学相互作用使物质函数与剪切率有关
, 即溶液出现非牛顿性质 ,

3) 自洽平均方法能得到合理的粘度函数和第一正应力差系数
,
但得到正的第二正应力

差是不合理的 ,

4) 本文为进一步研究水力学相互作用提供了一有价值的参考
。
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