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摘 要

本文用分析力学的方法分别研究了在
: 1

.

只有重力矩
,

2
.

考虑悬带扭矩 ; 3
.

同 时 考虑悬带扭

矩和空气阻尼作用下陀螺经纬仪的运动
,

建立其运动方程
,

分别求出其解
,

并分析 了 陀螺经纬仪

的运动规律及定向原理
.

陀螺经纬仪是矿山测量中定向的主要仪器
.

在苏联 口
.

A
.

卡查柯夫斯基等人著的 《矿

山测量学》 和国内一些资料中对陀螺经纬仪定向原理的分析是不够严密的
,

有些甚至是错误

的
.

本文用分析力学的方法分别建立了陀螺经纬仪在
: 1

.

只考虑重力矩 ; 2
.

还考虑悬带扭

矩 ; 3
.

还考虑悬带扭矩和空气阻力矩作用三种情况下的运动方程
,

并求 出 其解
,

分析了陀

螺经纬仪的运动规律和定向原理
.

本文 的分析结果
,

可 以纠正目前部分资料中的一些错误
,

可 以作为改进陀螺经纬仪定向计算方法和提高计算精度的依据
,

并对陀螺经纬仪的构造及质

量分析具有一定的参考价值
.

一
、

力学模型及运动学分析

陀螺经纬仪是由陀螺仪和经纬仪两部分组成的
,

陀螺仪部分称 为 陀 螺 经 纬 仪 的 灵敏

部
.

陀螺经纬仪靠其灵敏部进行定向
,

灵敏部可简化为如下力学模型
:

陀螺仪转子安装在陀

螺房壳内
,

转子轴与陀螺房固结在一起
,

陀螺房上固连有悬挂柱
,

整个陀螺房用柔性金属带

自由悬挂于仪器壳体内
,

陀螺房重心G 至悬挂点O距离为
a ,

仪器在地球上纬度为 甲处使用
,

使用时仪器基座相对地面不动
。

建立如下座标系
,

如图 1
、

图 2 所示
:

1
.

以悬挂O点为原点
,

相对惯性系做平动的坐标系O雪呱
;

2
.

以O为原点
,

固结于地球的定向坐标系O占刃
。

岛
,
定向坐标系以地球自转角速度。

。

相

对平动系转动 ;

3
.

以O为原点
, 固结于陀螺房壳的莱沙尔坐标系山夕:

,

O夕轴与转子 自转角动量H指向

相同
.

取莱沙尔系可以使陀螺转子绕 自转轴的转动分离出去
, 以便于研究我们所关心的转子

朱照宣推荐
.
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轴对固连于地球的定向系的运动
,
这一运动情况可以反映在莱沙尔系对定向系转动的莱沙尔

角
a 、

刀的变化规律当中
。

我们认定定向系中真北方向O价为陀螺仪轴应找的方向
。

图 图

莱沙尔系Ox
夕z 的位置是由定向系O占声 。亡

。

经过如下转动形成的
:
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其变换矩阵为
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莱沙尔系对定向系转动的角速度为
:

0 == 比乙
。
+ 万x

= 万x + 比sin刀y + 比c o s
刀z

定向系对平动系转动的角速度为
:

Q
。
= 。

e e o s尹刀
。
+ 。

。sin 切乙。

= 。。e o s甲(sin a x + e o sa e o s
口y一 e o sa sin刀z )

+ 。
. s in 甲(sin刀y+ e o s

刀
Z )

莱沙尔系对平动系转动的角速度为
:

(1
.

1 )

(1
.

2 )
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Q “Q
。
+ 0

= 月
: x + 口,y + 口

: z

“ (。
. Co s甲sin a + 万) x

+ (。
e c o s沪c o s a C o s

刀+ 。一sin 甲sin刀+ ‘sin口)y

+ (一。
e e o s叨e o s a sin刀+ 。e sin 叨e o

明 + 虎e o
明 )Z

设转子绕转子轴转动的角速度为杯
,

转子相对平动系转动的角速度为
:

Q
产
二 Q 十功y

二口
,
‘、

一

(口
, 十梦)y 十。

: :

(1
.

3 )

(1
.

4 )

二
、

只考虑重力矩作用时的运动

取角a
、

刀
、

功为广义坐标
,

首先列写系统的动能
。

设陀螺房壳绕 二
、

刀
、 :
轴 的主转动惯

量为A
、

B
、

C
,

陀螺转子绕二
、

,
、 :
轴的主转动惯量为J

。 、

J , 、

J
: .

系统的动能为
:

。 1
刀

。二 1 n n
,

1 。。二 1
二

n
。 .

l
r ,

八
. _

了、 , .

1
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。
,
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.
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:

)“ : +

含
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i�2
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;
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·

, ( 。
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“
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雪
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:
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·s‘n 、c o s
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c o s
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“
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;
B (。一

s * 。。s a 。。 s
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。s‘n 、s‘n 刀+ “
s‘n , )

么
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孟
J , (。

。

一
s * 。o s a c o
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s‘n刀+ 势)
2

( 2
.

1 )

再求系统的广义力
.

在平动系里
, 设作用在陀螺仪上的总力矩为

:

m = m
‘
x + m , y+ m : z

各广义坐标作小的虚变更时的虚功为
:

dA = ( 。
.
x + 。 一y + fn : z )

·

[d刀x + ( s in声d a + d沪) y + e o s
刀d

a z 〕

“ ( m , s i n刀+ m
: e o
明)占a + m

,

d刀+ 。
, 己势

所以 Q
。

= 二 , s in 刀+ 。
z e o s
刀

,

Q , = 。
: ,

Q , = m , ( 2
.

2 )

将动能及广义力代入第二类拉格朗日方程即可得到陀螺仪的动力学方程
.

首先引进如下

几个假定
:

1
。

陀螺仪转子轴相对定向系的两个偏角a
、

刀及反
、

万都是小量
;

2
’

转子自转角动量H足够大 ;

3
‘

在陀螺仪正常运转时
,

陀螺马达的驱动力矩与转子轴承处的摩擦阻力矩平衡
,

因此

不加考虑
。

首先研究作用于系统的外力矩只有重力矩
,

暂且不计悬带扭矩和空 气 阻 力 矩作用的
J

清

况
。

重心在莱沙尔系内的坐标
:
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% o 二 0
,

夕口 = 0
, 之。 = 一 a

重力
:

P= 一 p 乙
。
二 一 p (sin 月y+ e o s

刀z )

外力矩
:

M外二M , = OG x P= 一P a sin刀
x

广义力
:

Q
。

二 o
,

Q, = 一 p a sin刀
,

Q , = o

注意到口T闰功= O ,

且Q, = 0 ,

叻是循环坐标
,

学方程
,

为此求循环动量积分
:

(2
.

3 )

可利用罗兹方程建立消去循环坐标的动力

尸 ,

一器
一‘, (。

一
,

一
”

+ 。
e sin 甲sin刀+ 次

sin刀+ 梦)二H

杯一凭一
(。

一
* 。。5

一
刀+ 。一‘· , 5‘·”+ “

5‘·刀,

罗兹函数
R = T 一尸,

势

1
, J

.

, 、 ,

二
、

、 ,

云 L直十 J
,

八 。. c o s甲s ln a 十刀)
-

‘

+ 任 (C + J
:

)(一。
。e o s甲e o sa sin 刀+ 。

。 s in 华e o s
刀+ 反

e o s
刀)

“

+

;
B (。一

s , 一 s a 一 s
刀+ 。·s‘· , s‘·刀+ “

s‘n 刀)
2

+ H ‘。一
甲·。5

一
刀+ 。一‘·甲5‘·“+ “

5‘·口,一互群 (2
.

4 )

将罗兹函数和广义力代入罗兹方程
:

蕊
一

(器
一

)
一

盟
一

二
一

(纂
一

)
一

器

= Q
a

二Q,

(2
.

5 )

即可得到消去循环坐标后的动力学方程
.

当H 充分大时
,

设想在方程左边式中
,

不包含H 因

子的各项和包含H 因子的各项相比可略去不计
,

得到简化了的动力学方程
:

H (。
e e o s切sin a + 万)= o

一H (一 。。e o s中e o sa s in刀+ 。
. sin 甲e o s

刀+ 成
e o s
刀)二 一Pa s in刀

这一组方程也可以 由进动简化方程直接得到
.

进动简化方橙
:

Q x H = M外

)
‘2

·

6 ,

z认。y岛H
Q X H 二 口

,

0

= 一日
:

H x + 口
.

H z

= M
:
x + M

,
y + M

: z

所以
万口

:

= M
:

一H g
:

= M
。 } (2

.

7 )

将 (1
.

3) 式中的角速度和 (2
.

3) 式中的外力矩代入此方程
,

也可得到动力学方程组 (2
.

6 )
。

这组方程描述了陀螺仪轴运动的主要规律
,

即进动运动
,

而略去了章动
.
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由于 a 、 O
,

刀、 O
,

方程组 (2
.

6) 可 以简化为

了万+ 山·c o s沪
·

a 一 o

1 次一 k
‘

(刀一刀
朴 ) = o

口e C O S切

其 中
:

;
2
一

(
。

一
、 +

笠)
田

。

一
*

刀赞
曰 e s l n 切

。。 c o s 甲+ aP /万

分别消去反
、

解出

其中

启
,

得到
:

a + k
z a 二 0 、

左+ k
z

刀二 k
Z

刀
补 J

a = c e o s(寿t+ 己)

(2
.

8 )

刀= 刀
补一 b sin (寿*+ 。) } (2

.

9 )

b二
c。。Co s沪

掩

这个解用图形来描述
,
从正南向北看

,

陀螺轴的陀尖绕 着 (o
,

刀
朴 ) 为中心画一个椭圆轨

迹
,

如图 3 所示
.

此解表达陀螺仪轴的无阻尼振荡
.
口 角是陀螺仪轴对子午面 的偏角

,

只要

记录下a “ c , a “ 一。两个逆转点的位置
,

即可确定子午面的位置
.

J刀

将式(2
.

9) 代回式(2
.

7 )
,

得到

钾
�

co几屿一
一一

,口一C

通常这个 j很小
,

也就是说上述椭圆拉扁得很厉害
,

一般观察不到刀角的变化
.

这一振荡的圆频率为

、一

孙
ec os 。十

晋)和
s * 、

丫
。 . e o s甲P a

H

周期为
。 2兀
1 二二 二一一万

~

一
怠 口e e o s甲Pa

2

以又点雨 ( 2
.

1 0 )

以上我们在惯性系内研究了陀螺仪轴的运动
,

我们也可 以在以地球为参考体的非惯性系

内研究陀螺仪轴的运动
.

牵连运动的角速度就是地球自转的 角速 度 。二 引入惯性陀螺力矩

M , .

为便于讨论
,
将。

。

分解为三个分量
:

。。 = 。 : + o a
+ 。

‘

。2
= 。

e s i n 甲乙
。
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0 3
二口

。 c o s华s l n a x

0 ‘
= 口

e c o s卯c o s a O n

将惯性陀螺力矩M, 相应也分解为三个分量
:

M, == M, 2
+ M

, 3
+ M , ‘

M, 2
= H x o :

= H o e sin 切e o s
刀

x

M, 3
= H x 0 3

= 一H 口
。 e o s切sin a z

M, ‘= H x o ‘
= 一H 。。e o s甲e o s a sin刀

x

因此 M一= H x 。。
二M

, : + M , 3 + Mg ‘

= (H 。。s in 华e o s
刀一H 。‘e o s切e o sa sin刀) x

一万。
。 e o s卯s in a z

此惯性陀螺力矩应看作实在作用在陀螺仪轴上
.

此时
,

总外力矩为
:

M;卜= M , + M ,

= (H 。。sin 切e o s
刀一H 。。e o s叨e o s a sin刀一P a s in刀) x

一H 。。e o s叨s in a z

将此外力矩和莱沙尔系相对定向系的角速度。代入进动方程

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

{
H 。 ,

= M二

一H 。
:

二M二

也同样可得到陀螺仪轴的动力学方程组(2
.

6 )
.

惯性力矩M , 3
二 一H 。。c os 哪 in a z

使陀螺轴产生铅垂面内的摆动
,

即产生刀角的变化
,

使

重心 G 偏离过 O 点的铅垂线而产生重力矩 M
, ,

重力矩使陀螺轴在水平面内向子午面方向进

动
。

文献〔5〕
、

〔6〕
、

〔10 〕等把惯性力矩 M
, 3

称为
“

指向力矩
” ,

认为
“

是这个力矩使陀螺轴

向子午面方 向移动
” ,

这是不确切的
,

因而引起了一些误解和混乱
.

三
、

考虑重力矩
、

悬带扭矩作用时陀螺轴的运动

没悬挂带刚性扭转系数为D : , 悬带扭矩与转角成正比
:

M。 = 一 D Ba z

外力矩 M外1~ M尸 + M。二 一尸as in 刀x 一 D Ba :

代入进动方程
,

得到

H (。
e e o s华s in a + 万)= 一 D , a l

’

一月 叹一口
e c o s甲c o sa s l n卢十口

。s l n 切c o s卢+ “ c o s卢) = 一厂 a s l n 户 之

化简为

(3
.

1 )

万曰
。e o s明 + D s

H
(3

.

2 )

、.万百冬、」
nU

左
2
(B 一刀

关 )

口 e c 0 s甲

+一
,

口尸
.

“

其中k
、

刀
并

同前
,

H 口 。

co
s切十 D ,

H
沈~ O

护

口 e c o s叨
岁= O

+一曰月
..a

f

l
r .

t
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消去沈
、

万得到
:

、,.户
尹

关;人污、lH 曰
。 c os 叨十 D

,

口一C O S切

H 。。e o s切+ D ,

H 。。e o s切

k
Z

刀=
H 。。e o s举 + D B

H o . e o s甲

k
Z

刀二 0

++
二户尸”a

Jr.、.气

令 帐二
H 。。
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H 。。e o s切
“
2
一

(
D 刀

口‘c o “华十 一万 )(
曰一 0 5 甲 +

应+ k孟刀= k二刀

三+ 存孟a == 0
(3

.

3 )
、‘ee
夕

关

解出

a = e : e o s (k lt+ ‘l )

刀= 尹一b : sin (k
, t+ 。: ) } (3

.

4 )

一气
其中 b

,
=

c 1O a c o S 切

陀螺轴仍做椭圆周期摆动
,

椭圆长短轴之比 j
,
一

令
-

只是椭圆的参数和摆动的周期发生了一些变化
.

曰一c o s切

寿x

圆频率
/了

.

D
,

入牙
一-

一万万厂灭
_

/
凡二 飞l气口 e C o s切-t- 一寿一 l吸。e c o s切十

一飞厂 , 澎心
, \ J 又 / \ J 了 l ,

口。e o s甲(aP + D a )

H

周期
丁一臂一

2

可
-

H
。。e o s切(aP + D , )

(3
,

5 )

四
、

考虑重力矩
、

悬带扭矩和空气阻力矩

作用时陀螺仪轴的运动

设空气阻力系数为
n ,

阻力矩与摆动角速度成正比
,

空气阻力矩为
:

M, = 一 n比乙
。
一 n
启x

= 一 n
启x 一 。比sin刀y一 , :虎e o s

刀
z

略去二阶微量
,

化简为

M二二 一 , 虏z 一叻 x

外力矩

M外2 = M尸+ M。 + M万

= (一P a sin 刀一
。全)x + (一 D , a 一 ”比) :

代入进动方程
,

得到

H (。
, e o s砂s in a + 启)== 一 D B a 一 。比 丫

一月 L一 。。c o s切c o sa s i n 户十。
。sl n 切C o s户+ + “ c o sP ) = 一 厂a s l n户一 ”汀 ,

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(4
.

3 )

(4
.

4 )

(4
.

5 )

丫t尸J�11”

0一一

H 启+
n 次+ (H o . e o s甲+ D B ) a = o

H 成一
。
启一 (H 。。c o s切+ Pa )刀十H o . s i n 叨二

n
.

/
.

D
, 、

。口+ 一

补
次+ 气。

·“0 5 甲+
一

犷 )
a = 0

1
.

n 二 l 尸a 、 _
.

、

‘一
公

一

刀一气。
·“0 5 甲+ 浦 )岁+ 。

‘5 1”甲
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此解表达陀螺轴的阻尼振荡
,

随着时间的增加
,

振幅按几何级数衰减
, 其运动 如 图 4 所示
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由于阻尼的作用
,

振动的周期相应增大了
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陀螺经纬仪运动的分析
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于 子

。e c o s切十 j’a /月

解得的 a
、

刀表示在有阻尼情况下
,

陀螺轴的运动规律
.

用图形来描述 ; 从正南向北看
,

陀螺轴的陀尖绕着 (O
,

刀勺为中心作螺旋线运动
,
如图 5 所示

。

c ,

卜、
’

a = 。 Z e x p [ 一 l, t〕

文献〔6 〕
、

【1们认为
“

因灵敏部轴承里有摩擦
,
使摆幅在方位上和高度上逐渐衰减

.

衰

减程度决定于摩擦力矩的大小
.

摆动的性质决定于摩擦力矩是否保持一定
.

当摩擦力矩的大

小和方向都不变时
,

陀螺仪轴衰减微弱的摆动具有以下的规律性
:

前后摆幅的比值 (衰减系

数 , )保持常数
·

即了一 炭一之一贺一
ns ,

” ·

根据陀螺经纬仪灵敏部的结构
,

只有在陀螺转子和转子轴之 间有轴承
,

可能产生摩擦
.

在仪器正常工作时
,

陀螺转子平稳运转
,

自转角速度保持常量
,

转子轴承处的摩擦阻力矩与

陀螺马达 的驱动力矩相平衡
,

并且这一摩擦阻力矩 的力矩矢总是沿着陀螺仪轴方向的
,

对陀

螺仪轴的摆动不会产生影响
.

另外还存在悬带扭矩 的作用
,

根据前面的推导
,

在陀螺仪轴做

椭圆周期摆动时
,

悬带扭矩只会使椭圆的参数和摆动的周期发生变化
,

而不 会使摆幅衰减
.

摆幅衰减主要是由空气阻尼造成的
,

摆幅是按指数规律衰减的
,

如图 4 所示
.

前后两摆幅的

比值为
:

a 几 一 1

a ”

= e x p [拼T 〕吸
,

几
一一一

al一碗
一一

我们对用J
。一

T
。。

型陀螺经纬仪测定的30 组数据进行分析
,

基本符合这一规律
.
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