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摘 要

本文讨论液体层在内聚力以及液体与外界相互作用下
,

其表面形状出现的一类分叉现象
.

利

用分叉的基本理论
,

我们得到了这类现象产生的必要条件
.

接着
,

我们给出了在分叉点附近的奇

异摄动解
.

最后
,

利用极小势能原理讨论了分叉解的稳定性
.

一
、

引 言

在物体上面的液体层
,

由于液体内部的内聚力以 及液体与物体之间的相互作用力
,

其自

由表面往往具有各种复杂的形状
.

正如大家所熟知的
,

水面上的油层在阳光照射下呈现五颜

六色的彩色斑纹
,

就是由于油层厚度的不均匀而引起的光的千涉现象
.

此外
,

对其它问题
,

例如在化工中反应容器表面上的液层也有类似的厚度不均现象
.

Fus o o 〔‘’用 分叉理论研究了

这种现象的一个特殊情形 (这相当于本文中的 m + , = 1且拼二
, 的特殊情形)

.

本文在很一般

的假设条件下
,

较全面地分析了液体表面形状的此类分叉现象
.

我们讨论了分叉现象出现的

必要条件
,

利用奇异摄动法得出了在分叉点附近 的分叉解
,

并对其性态及稳定性 进 行 了 分

析
。

下面研究一层有限厚度的液体层 I
,

其
_

}几方是 大气
,

下方 是另
一

种 液 体 (或固体 ) I

头参共
(b)

(参看图 1)
.

液层 I 的平均厚度为h
.

假定液体 I 是不可压缩的
.

此外
,

还假定液体 (或固体 ) I 的厚度要比液

层 I 的厚度大得多
,

故可近似地认为液

体 (或固体 ) I 占据 一 oo < : < 一 h的空

劣 间部分
.

液体 I 处于静止的平衡状态
,

其自由表面万的方程为
之二 切(%

,

刀)
,

(%
,

夕)〔R
名

设液面厚度是连续变化的
,

即 甲〔C (R
“
)

.

在本文中所考虑的液面呈周期性方形网格状
,

即 切

关于
x 和y来说都是以 l为周期的函数

.

换句话说
,

若取在、O 夕平面上沿x 轴或夕轴平移 l的整数

倍的变换子群为 G : ,

则甲在群G
‘

的作用下有不 变性
,

这是对液面形状的对称性要求
.

由于液体 I 是不可压缩的
,

故应满足体积不变性条件

.

吴学谋推荐
.
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其中Q : = [0
,

l」x [0
,

l〕
.

流体静力学方程为

V (中一P )= 0 (1
.

2 )

其中P“P (x
,

夕
,

的为 I 的压强
,

V 中 是作用在单位体积的液体微团上的体积 力
,

小(二
,

梦
,

z) 是

这个力场的势函数
.

这里考虑的力场包括液体 I 的内聚力和液体 I 与液体 (或固体) I 的相

互作用力
,

它们的势函数分别为夕
,

和少
2 ,

从而中= 中
、+ 中

2 .

设在液体 1 内分别位于点 A (x
,

夕
,

劝和点 B (省
,

刀
,

勿的单位体积微团由于内聚力而产生的

相互作用势能为一ae
x p〔一矿/矿〕

,

式中p 是这两点之间的距离
,

常数 a < 0
,

科) o 依赖于液体

1 的性质
.

于是液体 I 内部的内聚力在点A (x
,

夕
,

习处的势函数为

_
.

r‘ r‘ 「侧 考
,
粉 「 1

, 。 、 。
.

、 ,
.

‘ 、 。 ,

〕
, ‘ ,

中
l
(二

,

夕
, z ) = a

} 1 1
’

e x p !一人
一

〔(占一 二)
2
+ (刀一夕)

2 + (雪一 z )
z

〕.d雪d 叮d言 (1
.

3 )
J 一泊 J

一
刀 J 一 h 一

L 拼
- - -

-

- 一
」

此外
,

1 和 I 之间的相互作用力的势函数也可类似地表示成

。
2

(二
,

。
, ·)一

可几

一户
2

{

一 吞 「 1
。 。 、 , . , 、 , . , 二 、 , ,

飞
, ; , , ‘

e x P I一
‘
:
以自一 x )

一
L刀一夕厂 十 L乌一 名厂」la g a 刀a 自

一 〔心 L 扩 J

(止一 之)
“
d雪 (1

.

4 )

式中常数刀成。
; v > 0

.

由 (1
.

2) 可知
,

在液体 I内部有

巾一P二 e o n st

特别是在自由表面
: 二甲(,

,

妇处
,

由于边界条件P= P
。 ,

此处P
。

是大气压强
,

故有

(1
.

5 )

一一

rles几L

f
�L, (考

, , )

+ 二刀一I竺一 p

乡
: ( ; 一二 ) 么+ (。一 。)

2
+ ( ; 一 , ( ,

,

、) ) 2
〕
」
d : d o d :

:
:

一

〔; 一 : ( X
,

。) :
2

〕
d“

一
‘

( 1
.

6 )

现令

S :二 {劝}劝〔C ( R “

)
,

势在变换子群G ‘下有不变性
,

且满足关系式 ( 1
.

1 ) }

并引进平均算子

M , 一 封l
。

毗
,

。)dfd
。

‘ J J 叼 了

( 1
.

7 )

其中Q : = 仁。
,

门 x 〔0
,

门
,

则非线性积分方程 ( 1
.

6) 可以写成抽象方程的形式

( I 一M )F (甲
,

h
,

l) 二 0 ( 1
.

8 )

其中I 是恒等算子
,

F ( 中
,

h
,

l) 见 ( 1
.

6) 式的左端部分
,

h和 l是描述液面形状的两个参数
.

( 1
.

8)

是当液层 I 处于平衡状态时其自由表面应当满足的方程
.

显然
,

沪二 0是 ( 1
.

8) 的一个平凡解
,

称之为基本状态
.

下面来研究 ( 1
.

8) 的分叉问题
.

二
、

分叉现象出现的必要条件

设 (万
,

7 )是 (1
.

8 )的一个分叉点
,

而 叫
二 ,

y ; h
,

l) 是一个在该处 (万
,

了)从 基本解分出来的分

叉解
,

它满足州劣
,

夕; 万
,

了) 二 0
.

根据分叉问题的基本理论得知
’2 , 一’‘, ,

由于F对于卯是 F r o c h o t 可
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微的
,

(万
,

了)为基本状态卿= o的分叉点的必要条件是 F r o c h e t

奇异的
,

即。是(I一M )F 求(o
,

万
,

Z)的谱点
.

为了考察这个 F r亡c h e t导数的谱性质
,

我们定义内积

导数 (I 一M )F 李(o
,

万
,

幻应当是

(,
1 ,

,
Z

)一

{{
。‘

1

,
Z
d“d 。

(2
.

1 )

并将S
,

按内积 (2
.

1) 进行完备化
,

从而成为一个实Hi lbe r t空间万
: .

在H
,

上取范数

喇
。 ,

一斌(,
,

、) 一({{
。
刚论动

士

、 J J 、必 J ,

(2
.

2 )

将F 的定义域延拓到H ‘x (o
,

。 ) x (o
,

二 )上
,

由直接计算可知
,

对于势〔H
:有

。
, , _ , , 、 ,

ff 「 1
。 。 、 , . , 、 , ,

飞
, 。

I’ 币叹U
, n , ‘) 梦二 a l l

o
.

e X PI一
一

下乏
~

L转一 x )
-

一 切一 y )
一

」 l梦吸自
,

厅) 召自a 刀
J 沙 n ‘ L 户 J

一 二a拼2
(1 一 e x p卜h

Z

/拌
2

〕)p (二
,

夕)一胡
v Ze x p [一h

Z

/
v Z

〕p(二
,

夕)

一 (L一 ? (h)I )势

其中L是定义在H
:上的线性积分算子

,

f「 「 1
。 , 。 、 ,

.
, 、 , 二

飞
, , 。

‘职二 a l l
o

,

e X PI 一 二牙 L又自一 x 厂十 切一 夕)
一

」 Iw气白
,

刀)a 白a 刀
J J n

‘

L 拼 J

(2
.

3 )

以及

下(h )= 二a 环2
(1一 e x p〔一 h

Z

/ 拜
2

〕) + 二刀
; Z e x p [一 h

Z

/
v Z

」

考虑到当沪〔H
‘时

,

L势〔从c H
‘,

故而有M p = O及ML劝= 0
,

于是

(I一 M )F 军(o
,

h
,

l)= (L 一 , (h)I)劝 (2
.

4 )

这表明当(万
,

了)是基本状态的分叉点时
,

其必要条件为
:

可万)手 。应 当是L的谱点
.

下面我们

来证明线性算子L 的非零谱全部由特征值组成
.

首先
,

因为线性积分算子L 的核是实对称的
,

所以它是万
‘

上的自伴算子
.

其次
,

还可证

明L 是H
:

上的紧算子
.

由泛函分析的理论可知
,

我们只需证明对于H
:

的某个规范正交基笼p
。

}
,

有下述关系式成立
:

川LIlI =( 乙 l却
·

嗓)谁
一

< oo

显然
,

我们可以取

谧势盆 嵘;
· ,

嵘 :
, ,

嵘异 (2
.

5 )

作为H
:

的一个规范正交基
,

其中

= C 。 , 。 e o s 2 汀阴

了一 x c 0 s -
2 汀n ,

。 2 兀m
.

2兀n
一

厂 从 嵘
, 介

一七 价 , ”

co s 一

l x ”, n

厂 ,

, 脚一 C 价 ,

一‘。 2

笋
二。。S

一

竹
性

一

、
,

, 衬
。

一 c 。 , 。 5 10 2

罕
二 s‘。 2

令
n ,

这里的 m
, n取满足 m + n ) 1的非负整数

,

系数

C 。 ,

斌百/l

2 / I

(若阴
, n之中某个为零)

(若 n : , n 寺 0 )

先计算

.
乙劝斌

二

:
, 一

姗
厂

·

际
川

2
:
、
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,· ,
I
C 。 , ·

!!!一洲刃
二 p

〔一且
乞 ‘“一,

“

〕coS 考、叫

一 O 二

、 ,

1 2汀n

灭冲一 , ,
一

]
“0 5 一丁

一 刀a 刀

一一
仃爪

J

伯岁L
旧诵限JJ孟

中其由于

~ 助〕

户

I
J�..

1
....

2汀1n

l
“d‘

l
r....护玄..........

e x P[一占
2

/ 拼
2

〕e o s

一 ( ) O

2

黔“+ ‘ , ““r...挤

一一

二二二 1 C O S
2汀m

I

X

{ e x p [一省
2

加
2
] e o s

一 口可)

2

了
,

— S ln
2

丫
/

{一 (叼

e x p〔一占
2

/拼
2

」s in 毕
、

1!一 O 匀

e x p [一雪
2

/ 拼
2

〕e o s 2

尹
: d :

}
一、‘。一 p〔一 ‘。m / ‘,

“

〕

同
{

理可证

一 〔少O

(。一 , ) 2

〕
c o s 2 兀月

I
城}

( 材 ‘; ·
xP I

一

(一嘿 )z]
.

1
口t.

!

因此有

L沪衬
,

关于}}
L , 盆:

。 2

H
I

H
I

{1

、 4兀 2 a 2 0 4

一p

「
一 2

(兮
一

)
’

( m
Z + 一,

〕
L势拼

。

}H
,

L劝留
,

.

二 :

也有类似的估计式
,

于是便得到
I 〕 J

}}}L }}!
“

( ‘6·
2· 2。‘

点兹
二p

卜
2

(丫)
“ ( m Z + ·“)

〕
< /

从而证明了L是H
之

上的紧算子
.

由于L是 H
‘上的自伴紧算子

,

故L的非零谱就是其全部非零实特征值之集合
.

直接计算

表明
,

L的特征函数系正是 ( 2
.

5)
,

它们对应的特征值是

“, , 。

一
。“二 p

卜(丫)
2 (拼2 + 一 )

〕 ( 。
, , 是满足。 + n》l的非负整数 ) ( 2

.

6 )

事实上
,

例如

L 叻留
,

二 a C 。
,

一 ) 二

「 1
e X PI 一

. .

2

L 仔

(、一 , ) 2

」
。。s 2

笋批

刀d 叮

r扭性」

n

「戈
_

「 1
, 、

门 2 兀 n
’

J一
”

xP L一 矿 气”一夕’
一

」
c os 一 了

由于

{:aoe
· p

〔
一

小
一

(‘一 ,
2

」一
2

尹
一

、

一

二
一 p卜“

2

/ 。
2

」
一

2

笋
‘“十 /

,““
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{:OO
二 p〔一‘

2

/ 。
么

“一
2

贾
m ‘d‘

2 汀m 「幻
。 。 , , , , .

2兀阴
。 , ‘

一 ”, n l x
J
一 , ” x p L一 “

一

/ 拼
一

」“‘n
一

I
一

“。“

= 斌 二 “e x p [一二协
2 0 2

/ 1
2

〕e o s (2二。/ I)二

同理可推出

f帕 「 1
, 、

门 2 兀n , ,

「 叮 2拜2 n 2
〕 2兀n

J
一

。 “ x p t一石
2 气”一 , ’

一

」
“。s 了

一

”a ”= 习 “ 拼” x p L一 厂 」
c o s l

一 ’

”

于是有

L劝衬
二
= 标

, ·

嵘:
,

关于劝脚
, ,

劝拼
。 ,

功留
。

也有类似的结果
.

显然
,

当 m 子。
且 m

, 。铸。时
,

几。
, 。

是L的四重特征

值
,

它对应四个规范化的特征 函 数
:

劝衬
, ,

叻拼
。 ,

叻拼
, ,

呱飞
, 。 ·

当m = 。‘。时
,

元。
, 。

是 L 的

三重特征值
,

其所对应的三个规范化的特征函数为
:

劝衬
。 ,

功胃
, 二势拼

。 ,

沪娜
。 ·

当。
, 。 之中

某个为零时
,

几。
, 。

是L的二重特征值
。

(万
,

b 是方程 (1
.

8) 的分叉点的必要条件是
:

对于某组 (m
, 。) (m 十 n > 1) 有

几。
, 。

(了)= , (万) (2
.

7 )

成立
,

即

二a o Z

一 p

[
一

(
一

半
一

)
2
(二2 + 一)

」
一 : ‘“,

于是当分叉出现时
,

l与万之间必须满足下面的关系式
:

一即 斌

研叫
‘·

篇)
一
十 二侃

·

‘万,
(2

.

8 )

注意到在a < o
,

刀( o的条件下
,

以的总是小于零的
,

故 (2
.

8) 式只有当万使得

, (儿)> 兀叩
么

(2
.

9 )

成立时方有意义
.

我们利用(2
.

9 )
,

便得到可能出现分叉现象的参数h的范围
.

当 a < o
,

刀== o时
,

(2
.

9) 对于。< 万< oo 都是有意义的
,

从而有可能出现具有在变换子群

G : (7由 (2
.

8) 给出 )下的不变性的分叉现象 (见 图2 (a ))
.

至于a < O
,

刀< O时
,

利用似的 的表达式
,

便可以将 (2
.

9) 写成

‘·

群
>

件 一:
: 一

)
、

(2
.

1 0 )

并根据参数
a ,

刀
,

拼
, v的不同数值分为几种情形讨论

:

(1) 拼< v的情形

(i) 如果 ia 4拜
2

> }刀I
v “ ,

则(2
.

1 0 )等价于万< h
。 ,

其中临界值

“一了 (邵In ( 朋
, 名)

一 2
一 v 一 2

(2
.

1 1 )

这表明只有当h < 凡时
,

分叉现象才能出现 (见图2 (b) )
.

(ii ) 如果 {川矿《 }川沪
,

则 (2
.

1 0) 对于任何h都不成立
,

即分叉现象不会出现
·

(2 ) 拌> v的情形

(i ) 如果 }a }矿> }川沪
,

则 (2
.

1 0) 对于任何。< 万< oo 都成立
,

分叉现象都可能出现 (见

图2 (e )或(d ))
.
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(11) 如果 }a }拜
2

( }刀{
; z ,

则 (2
.

1 0 )等价于h ) h
。 ,

其中h
。

仍由(2
.

1 1 )给出
,

此时只有当

h > h
。 ,

分叉现象才能出现 (见图2 (e ))
.

(3 ) 拼二 , 的情形

此时 (2
.

9 )等价于1 一 (刀/
a )> 0

,

由此可见
:

(i ) 如果 }al > }川
,

该条件对于 任何 o< h < 叻 都成立
,

分叉现象都可能出现 (见图 2

(f))
。

(ii ) 如果 {aI ( 1川
,

该条件不成立
,

分叉现象不会出现
.

图 2 根据 (2
.

8) 以及对分叉的必要条件(2
.

9) 的分析
,

给出了在分叉现象中可能出现的各

种情 形的万的范围
,

以及了与万的关系
.

在图 2 中的曲线只是对给定的某个耐 + 丫 数值 (即给

定的(m
,

n) 分叉模式) 画出的
.

显然
,

对于某个可能发生分叉现象的液层厚度 h
,

当 (m
,

n) 取

不同数值时
,

在 (2
.

8) 中的网格周期探
, 。

(h) 将取不同的数值
.

这说明同一个 h 可以对应无穷

多种分叉状态
.

因此在观察自由液面的分叉现象时
,

可以发现各种各样的复杂的形状
.

由于 a 和似 h )都是负的
,

(2
.

8) 表明编
, 。

(h) 的增减性应当与袱h) 相反
,

从而 l(h )曲线的

极小 (极大 ) 值点 (如果存在的话 ) 是袱h) 的极大 (极小) 值点
.

通过计算得知

d , (h )

d兀

其中 。

一
p

[峪
一

告)‘
“

一 2 二a
万一 p〔一万

2

/ 。
2

〕
(
‘一

夸
a

)

.

利用上式和前面得到的分叉必要条件
,

可知只有当1 一 (刀/ a) a

有零点 时
,

即 当 拼> v ,

}aI < }川或

拼< v ,

}al > }刀}时
,

? (h )才可能有极

值点砂
:

了 In (a / B ) \士
九公二一

二犷一
‘

毛犷一 冲
、 拼 一

梦 /

(2
.

12 )

还可以见到
,

当伊存在时
,

总有砂) h
。 .

将这里的结论与上面 关于分 叉 必 要

条件的结果综合起 来 考 虑
,

可以 得

知在图 2 (a ) , (b )
,

(d )
,

(f) 的各种

情形中
,

极值点解 不存在
,

且 了随万

单调增加
.

而在图 (c )
,

(e ) 的 情 形

中
,

7杯) 曲线都有极小 值 点伊
,

当

万< 伊 时
,

了随 万单调减少
,

而当万>

解时则单调增加
.

迄巨义
(幻 (b) 仓〕

匕皿比
(d) (e ) (f)

图 2 在(。
,

n) 分叉模式中l与h的关系

三
、

用摄动法求分叉解

我们研究方程 (1
.

8 )的解
.

它有一个基本解切= 。
.

现在设 h满足分叉的必要条件 (2
.

9 )
,

给

定一组 (m
, 。)数值 (m 十。) l)

,

并按 (2
.

8) 得出了二探
, 。

(万)
.

下面研究在(万
,

乃处从基本解分出

去的分叉解叫二
,

。; h
,

l) 的存在性
.

下面可以看出
,

在一般情况下 (万
,

Z)是分叉点
,

即在 (万
,

7)附

近
,

存在(1
.

8 )的非平凡解叫二
,

夕; h
,

l)〔S
‘,

且当h。万
,

l、了时
,

q7 、 0
.

为方便起见
,

先固定 l= 了
,

只让参数h变化
,

来研究分叉解的性态
.

适当选取小参数
。后

,

将解叭 x
,

夕; h
,

了)和液层 I厚度‘
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在
。= O的某个邻域内展成

。的幂级数
:

卿 = 切
。
+ 。中,

+ 。2甲2
+ ⋯

,

h二 h
。
+ 。h

l
+ 。么h

:
+ ⋯ (3

.

1 )

式中甲
。 ,

切 , ,

切。
,

⋯〔S ‘.

甲是在h二 人处的分叉解
,

应有
“今 0时

,

甲”o
,

h、h
,

于是便得到甲
。
二 0

,

h
。
= h

.

把 (3
.

1) 代入 (1
.

8)
,

并将其左端在
。“ 0处展成 。的幂级数

.

令含户 (n = 1
,

2
,

⋯ )的项的

系数等于零
,

便可得到各阶近似的方程
,

然后分别求解
.

经过整理后
,

一阶方程是

L切
;
一 , (人)甲

;
= 几

其中

f
,
= 二 (脚

Ze x p厂一无
“

/ v Z

〕一即
Ze x p〔一 h

“

/ 拼
2

〕)h
,

(3
.

2 )

考虑到对于(m
,

n) 分叉模式的必要条件(2
.

7 )
,

一 阶方程可写成

L甲
,
一之。

, 。

甲;
= f

,

(3
.

3 )

若只。
, ,

是L的r重特征值 (当m 手 n且m
, 。活 O时

, r = 4 ; 当沉 = 。等 o时
, : = 3 ; 而当。

·

。= o时
,

r = 2)
,

相应的规范正交特征函数记为价
, ,

一
,

劝
, .

此外
,

对任何g 〔S , ,

记

〔g 〕。= (g
,

劝
。
) (k = 1

,

⋯
, r ) (3

.

4 )

由于我们研究的是(3
.

3) 的解甲
1
〔又

,

并考虑到L
,

H ‘、S ‘
,

此时有L叭〔又
,

从而f
:
〔又

.

因此f
;

应当满足不可压缩性条件 (1
.

1 )
,

即

{{
Q ,
f

l
d“d ”一 ”

由(3
.

2 )可以得出

h
l
= 0

于是一阶方程成为

L甲
,
一几。

, ,

甲;
一 O

显然它的解是

(3
.

5 )

切 ,
一 乙 C神 (3

.

6 )

如果要求切
;

规范化
,

则C
。

应满足规范化条件

l中
,

}H : 一 兄 C 落== 1

再看二阶方程
.

直接计算并整理之后可得

L甲
2
一几。

, , 甲。= j
Z

(3
.

7 )

其中
f

:
= 一二 a拼Ze x p [一万

2

/拼
2

〕h
: + 邓

v Ze x p〔一万
2

/
, 2

〕h
Z + 2 二a

万
e x p〔一万

2

/ 拼
“

]甲受

一 2二刀
e x p [一 h

Z

/
v Z

〕h甲孟 (3
.

8 )

和讨论一阶近似时(j
1
〔S动一样

,

为了使解叭〔S 了
,

由 (3
.

7) 得知九〔又
.

因此几应满足

{{
。,
‘

2

‘“
,

。, d“d ”一 “

积分后便得到
二人

2

7
’(脚

Ze x p [一万
2

/
, 2

〕一 a o Ze x p [一万
2

/ 。
“

j)

+ 2二万(
。 e 二p〔一万

2

20
2

〕一刀
e x p [一、

“

/
, “〕){i

。 , : (:
,

。)、: J。一 。

护 J ‘心弓
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设切
,

已经规范化
.

,

则有

”
2

一筹(1一:a) /(l
一

赛一) (3
.

9 )

其中a = e x p 〔(召
一 2
一 1) 一 2

)人
2

〕
.

再研究(3
.

7) 的可解性
.

根据 F r ed h ol m 关于线性积分方程的理

论
,

(3
.

7) 可解的充分必要条件是

〔f
Z

〕
。
二 0 (k二 1

,

⋯
, r ) (3

.

1 0 )

把 (3
.

9 )代入 (3
.

5 )中
,

并往意到〔1」
。
二 o ,

〔甲孟〕。二 o(k= 1
, 4

二 , r )
,

所以 (3
.

1 0 )总是成立 的
,

即可由(3
.

7) 解出处〔S
‘ .

它可以写为

切2
= 币

: 十 甲言

其中币
,

是对应的齐次方程的通解
:

而甲曹是 (3
.

7) 的

币
2
“ 习

。* 八
七. 1

个特解
,

可以取

乙 (只。
, 。

一 几, , 。
)
一 ‘

(f
Z ,

矽{{子)势{{‘ (3
.

1 1 )

其中万
‘

表示对异于模式(。
, 。)的其它模式(P

,

q) 求和
, : , , , 是特征值 几

; , 。
对应的特征子空间

的维数
,

神 ;{奋}为该特征子空间的一个规范正交基
.

于是直到二阶近似的摄动分叉解为

* 一、 十二
1 +
扣

Z +

一《补
,

如
2
(,

2 +
。 + ⋯

(3
.

12 )

可见在 (h
,

助处从基本解分出去的分叉解中是存在的
,

而且它以 (。
,

n) 模式的特征函数为其主

部
.

由于参数h的直到二阶近似的展开式为

h = h
。 + 。h

;
+ 。2

h
2 + ⋯

/j
d

刀沪 、
.

C 一

/ 砚1 一一
,

万
,

U , 十⋯
/ 、 u拼

一 /a)丫
厂“一万一 *

签(卜套 (3
.

1 3 )

其中
二一 e · p

〔(
由(2

.

9 )可以推知
,

当a < O
,

户
2

1
一 一—f

口拼
-

1
一

户2
一

刀( 0时
,

对一切人> O总有

a > 0

于是(h 一万)的符号仅取决于( 1一 (刀/a) a) 的符号
.

由此可见 (注意
:

我们是在I二 7
,

而只让h

变化的前提下讨论的 )
:

(1) 当1 一 (刀/ a )a > 0时
,

如果 !
。
}很小

,

h一 h > 。,

这表明对h来说此时有超临界分叉发

生 (见图3 (a ))
。

(2) 当1 一 (刀/ a )a < o时
,

如果 }
。
}很小

,

h一 h < 。
,

这表明对h来说此时有亚临界分叉发

生 (见图3(b ))
.

‘3) 当 1 一 (刀/ a )a = 。时
,

利用二阶近似结果不足以判定分叉的方向
,

需借助高阶近似
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才能进行研究
。

考虑到我们的分叉问题实际上包含两个参数杆rll
,

所 以应当把图 2 和图 3 的结果拼合起

来
,

用图 4 上的分叉曲面进行描述
.

可以看到有两种类型的分叉曲面
。

由上一节末尾可知
,

如果7随万单调增加
,

由于 1一 (刀/ a) 。> o
,

故只有超临界分叉 (对h来说) 出现
,

见图4 (a )
.

而

当 7 (万)曲线有极小值时
,

如果万< 舫
,

此时 1 一 (刀/a) a < o
,

故有亚临界分叉 (对 h来说 ) 出

现
, 如果万> 砂

,

此时1 一 (月/ a) a > 0 ,

则有超临界分叉 (对h来说) 出现
,

见图 4(b )
.

畔
一

、
伙

二

} 杠/ 人
_

! \ 陀 五

O 七

—
一

一
臼

‘

一
一

(
。

) (b )

图 3 在I二 Z时的分叉情况 (模式(。
,

的给定)

(卜)

图 4 (。
,

的分叉模式的分叉曲面

四
、

稳 定 性 分 析

我们可以用分叉理论
‘“’, 〔6 ’, 〔. 〕

对基本状态和分叉状态的稳定性进行一般的分 析
.

为简单

起见
,

在这里讨论只有内聚力的情形
,

即 a < o
,

刀二 。的情形
,

并用极小势能原理进行分析
.

显然
,

Q I上的液层 I 的总势能为 (见(1
.

3 ))

:

一{:!:!{i
”” ,

1
‘X

,

“
, “’“·d “d ‘

假设液层 I 处于静平衡状态
, 即 切(x

,

夕)〔S : 要满足方程(1
.

8 )
.

还假设参数 (人
,

l) 在 分 叉 点

(万
,

7)附近
,

了= l。
, 。
(万)

.

由前面的讨论可知
,

此时满足(1
.

8 )的平衡状态除了基本状态甲二 0

之外
,
还有分叉状态 (3

.

1 2 )
.

对于基本状态甲 = 0
,

由任意d 甲〔S ‘引起的势能的一阶变分的计算结果为

“犷 ,
·

一{:{:
F (。

,

”
,

‘)“, (/
,

。)、见、,

一

丁:{:{i
、

⋯〔
一 /。

2

: 。: 。, , 、二
,

。)、之、二、。
(4

.

1 )

注意到省甲〔S
:及L d帐S : ,

于是可知d F I
, _ 。

= o
,

即 甲 = 0 是势能的驻定状态
.

对于 (3
.

1 2) 的分

叉状态
,

同样也有6犷 = O成立
.

为了研究平衡状态的稳定性
,

进一步考虑势能的二阶变分
.

经过计算并整理之后
,

有

占
2
犷 !

, 。 。
= 一 (占沪

,

F 篇(o
,

h
,

I)占甲)一 (占中
,

L占沪)

一 (e x p仁一 h
Z

/拼
2

3一 1 )(1
,

L (d 甲)
2
) (4

.

2 )

我们想把基本状态和分叉状态的势能作比较
,

故取由(3
.

12 )给出的分叉解作 为 d甲
,

其

主部是 (m
,

n) 模式的特征函数砂
: .

若取到一阶近似
,

即取占甲 ~ 。沪:

时
,

由计算得出

己
2
厂1

, 一。
= 一 2 e 2

〔几.
, 。

(l)一 ? (h )」 (4
.

3 )

也就是说
,

分叉状态 (3
.

12 )的势能犷
。与基本状态的势能犷

。

之差 (直到二阶近似) 为

犷。一 犷
。
== 一 2 e 2

〔之
. , 。

(l)一护(h) ]

当h二万
,

I二 7时
,

由(2
.

7) 可知有F 。= F
。.

而由前面讨论可知
,

在 a < o
,

刀= 0的情形下
,

若
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保持l= 了= l。
, ,

(万)不变
,

此时只有对h的超临界分叉出现 (见图 4 (a ))
,

为此只研究在h> 万时

的分叉状态 (3
.

1 2 )
.

由于 , (h) 是 h的减函数
,

因此当h> 万
,

l= 7时
,

有犷
。< 犷

。 .

通过上面对分叉状态和基本状态的势能的比较
,

利用极小势能原理可以得到下面的稳定

性结论
:

在保持 l二了= 瑞
, ,

(朴下
,

当h增大并通过万时
,

基本状态将变为不稳定
;
而与此同

时
,

由(h
,

l) 处分出的超临界分叉状态 (3
.

12 )则是稳定的 (见图5 (a ))
.

对于 a < 。
,

口< O 的其它情形
,

亦可类似地进行分析
.

可 以 发现
,

超临界分叉是稳定的

(图 5 (a) )
,

而亚临界分叉是不稳定的 (图 5 (b) )
,

这表明稳定性交换原理是成立的
.

、
u _

\
’

S -

丫二必
(a )

I ⋯ \
,

O

(b)

了时的稳定性分析

孔 “
.

h

一
口. . . . ~ 口. 白.

O

图 5 在I=
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