
文章编号: 1000_0887(2004) 08_0875_06

结构振动特性在线识别的

理论模型和计算方法
X

姚志远,  汪凤泉

(东南大学 工程力学系, 南京 210096)

(我刊原编委张景绘推荐)

摘要:  环境自然激励作用下的大型结构动力特性在线识别方法受到广泛的关注, 这个方法仅仅

利用结构自然响应的被测试数据,识别结构动力特性# Ibrahim 方法和 ARMAV 方法是基本的识别

方法# 该文研究了受随机激励作用动力学模型,给出了有别于传统谐波恢复的子空间分解识别方

法# 数值仿真结果表明,该方法对结构振动特性的识别具有较好的鲁棒性和较高的计算精度# 
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引   言

近年来,系统的结构参数在线识别技术受到广泛的关注,识别的系统参数能被用来估计结

构的损伤和确定结构未来的响应# 在结构的主动控制中, 控制装置的设计要求知道系统的结

构参数,因此,系统的结构参数识别是结构振动有效控制的重要一步# 

不同于传统的结构参数识别方法, 现代结构参数识别方法是未知系统输入的、时域的分析

方法,是仅仅依据自然响应的测试数据识别结构动力特性的在线识别技术,它及时准确地反映

工作中的大型结构的物理参数和动力特性# 

现代结构参数识别技术有两类,一是直接识别方法,直接识别方法通过谐波识别技术直接

识别系统的频率、阻尼和振型等动力特性,这类方法有 Ibrahim 等方法[ 1] ;二是间接识别方法,

间接识别方法通过数学建模方法间接识别系统的物理参数和动力特性, 这类方法主要有 AR

和ARMA等建模方法[ 2]# 从理论上讲,数学建模方法能识别受随机激励作用的振动系统的物

理参数和动力特性, 并且具有较高的计算精度,但是, 谐波识别技术能直接得到人们需要的动

力特性,并且具有算法简单等特点# 

传统的 Ibrahim 方法是谐波识别技术,它的研究范围是作自由振动的物体# 它必须结合随

机缩减方法才能识别受随机激励作用的结构的动力特性# 

谐波识别技术被广泛地使用在雷达、通讯、信号处理和振动模态识别等领域,大量的算法
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被提出# 作为现代谐波识别技术,主要的方法有MUSIC、子空间分解等方法# 在这些方法中,

子空间分解方法
[ 3~ 6]

是最具竞争性的# 子空间分解方法将受噪声干扰的实验信号分解为信号

空间和噪声空间,并且直接得到信号的谐波频率和振型,具有良好的鲁棒性和计算精度, 子空

间分解方法在建筑结构的动力特性识别中的应用尚未见到报导# 本文提出了受随机激励作用

的结构动力学理论模型, 并利用子空间分解方法的基本理论,给出了识别多输出动力系统的振

动频率、阻尼和振型等动力特性的估计方法# 相对 Ibrahim 方法, 本方法具有更好的鲁棒性和

较高的计算精度# 

1  动力学理论模型和复数解

依据结构动力学理论,受随机激励作用的 n 维结构动力学方程为

  M&X + CÛX + KX = F, ( 1)

其中, X 是n维位移向量, M是n @ n 维质量矩阵, C是n @ n维阻尼矩阵, K 是n @ n维刚度

矩阵, F 是均值为 0 的 n 维随机激励, 各分量相互独立, 满足条件 E( F( t ) F
H
( t + k) ) =

R2
0D( k ) I , D( k ) 是Kronecker 函数, I 是n @ n 维单位矩阵# 

从动力学基本理论知道, 方程( 1)的解包含两部分内容,一是由结构自然振动产生的谐波

振动, 二是由外力产生的随机振动# 在使用谐波识别技术之前, 必须消除随机振动的影响,而

相关运算能够在保持谐波振动的同时消除随机振动的影响# 取结构上某一定点的测试信号

x 0( t ) ,将 x 0( t - S) 乘方程( 1)的两侧,并取数学期望得

  M&Y( S) + CÛY( S) + KY( S) = F̂D( S) , ( 2)

其中, Y( S) = E ( X( t ) x 0( t - S) ) , F̂ = E( F( t ) x 0( t - S) ) = ( R2
1, R

2
2, ,, R2

n)
T
, R2

k是常数,

S \0# 

从数学方程角度理解,方程( 2)是在时间 S = 0系统受外部冲击作用,并获得动能, 在时间

S > 0时系统作自由振动的动力系统# 在无阻尼的情况下,其解为

  Y( m) = 6
n

k= 1

5ksin( Xkm) , ( 3)

其中, m 是时间, Xk 是振动频率, 5k 是相应的振型# 

对于信号 X而论,信号 Y( m) 不是实际意义上的振动信号, 而是实际信号 X 关于某定点

的测试信号x0( t ) 的相关函数# 重要的是 Y( m) 满足的微分方程同系统作自由振动的微分方

程(1) 是一样的,这就是说,方程(2) 同作自由振动的原振动系统具有相同的物理参数和动力

特性# 因此,利用信号 Y( m) 能识别系统的动力特性# 

对于信号 Y 作希尔伯特变换, 其变换值为 �Y, 记 �Y = Y + j�Y# 则信号 �Y 为

6
n

k= 1 5kexp( j Xkm) ,是与信号 Y有相同振动频率和振型的复值信号( j = - 1)# 由于以下

讨论的信号是指样本信号所对应的复信号,为了方便写书,仍然记为 �Y为 Y# 则( 3)式的复值

形式为

  Y( m) = 6
n

k= 1
5kexp( j Xkm)# ( 4)

2  子空间分解方法和算法

以上分析表明, 作自由振动的动力系统, 其振动信号是由不同频率的谐波组成, 而刻划谐
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波及其组成的动力参数是频率、阻尼和振型# 谐波分析的方法, 是通过样本信号估计信号的频

率、阻尼和振型# 事实上,对于被讨论的大型结构,其自由度是很大的,而实际上的测试点是受

限制的、不全面的;另一方面在众多振动模态中起主要作用的模态是少部分的# 因此, 在小阻

尼下,考虑如下模型

  Y( m) = 6
p

k= 1
5ke

( jX
k
+ A

k
) m

+ v( m) , ( 5)

其中, Y( m ) = ( y 1( m) , y 2( m ) , ,, y n( m) ) 是 n 个测试点上的振动信号相对某定点振动信号

的相关函数(以下仍称为振动信号) ,这里的 n 是测试点的个数, p 是系统中起主要作用的模态

的个数,它小于等于系统的维数# 5k 是n 阶列向量,这里 5k 已不是系统的完整的振型,它

的任意两列之间不一定相互垂直的,但是, 它们之间是不相关的# v( m) 是加性白噪声, 是信

号采集和计算过程产生的噪声,成立 v( m) v
H
(m+ k ) = R

2
ID( k ) , 这里 R

2
是噪声的功率, I是

单位矩阵# Ak 是与阻尼有关的实数( Ak = Fk Xk , Fk是阻尼比)# 振动信号与噪声信号是不相

关的# 

2. 1  子空间分解法
子空间分解法,是利用样本信号的相关函数将样本信号空间分解为信号空间和噪声空间# 

考虑 Y的相关函数

  R( k) = E( Y(m ) Y
H
( m + k ) ) = 6

p

l= 1

5 le
K
l
k 5Hl + R2

ID( k ) =

      5 +k 5H + R2
ID( k ) , ( 6)

其中   + = diag( eK1, eK2, ,, eKp ) , Kk = j Xk + Ak , 5 = ( 51, 5 2, ,, 5p )# 

记 R = R(0) - R2 I ,则 R = 5 5H# 事实上,对于对称矩阵 R的上述分解法是不唯一的,

假设 R = �5 �5H 是R 的又一分解,则存在正交矩阵 Q 使

  5 = �5Q# ( 7)

记 �R = �5 - 1
R(1) �5- H

, 则有

  �RQ = Q+# ( 8)

定理  假设 R = R(0) - R2 I ,有 R = 5 5H# 如果是 R = �5 �5H 是R的又一分解,则存

在正交矩阵 Q,使得 5 = �5Q,并且 �RQ = Q+# 

定理表明, R的不同的分解之间相差一个正交矩阵,而这个正交矩阵是矩阵 �R 的特征向

量# 对�R进行特征分解,求出对角线矩阵 + (�R的特征值) 和正交矩阵 Q(相应的特征向量)# 

通过矩阵 + 和Q,首先由 diag( K1, K2, ,, Kp) = ln + ,求出结构振动的频率和阻尼,再由(7) 式

求出相应的振型 5# 

需要说明的是, 在复数范围内, 使( 7)式成立的 Q 不是唯一的,相应地表现方程( 8)中其解

是不唯一的# 其所求振型的一般形式为

  5 = �5Qdiag( ejH
1, ejH

2 , ,, ejH
p ) , ( 9)

其中, Hk 是任意实数# 

由于所求的 5 是实矩阵,为了保证唯一性,可选择 Hk 使 5 的虚部的模最小# 

2. 2  算法

从理论上,由相关函数 R(0) 和 R(1) 能求出系统的频率、振型和阻尼# 事实上,无法得到

完整的信号,首先必须用样本信号估计相关函数 R(0) 和 R(1)# 作为 R(0) 和 R(1) 的估计
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�R(0) =

r11(0) r12(0) , r 1n(0)

r21(0) r22(0) , r 2n(0)

s s s s

rn1(0) rn2(0) , rnn (0)

,

�R(1) =

r11(1) r12(1) , r 1n(1)

r21(1) r22(1) , r 2n(1)

s s s s

rn1(1) rn2(1) , rnn (1)

,

( 10)

其中   rst ( k ) = E ( y s( m) y
H
t (m + k) )# 

有了 �R(0) ,就能估计系统的模态数 p# 对其进行SVD分解,所得特征值按大小排列为w 1

\ w2 \ , \ wp \ R2
min \ ,,这里 p 由

  wp > A, R2
min [ A ( 11)

确定, A是给定的确定数,是区分信号空间和噪声空间的限# 

  算法
1) 计算振动信号 X 关于某定点的测试信号 x0( t ) 的相关函数 Y( S)# 

2) 由( 10)式求出 �R (0)、�R (1)作为相关函数R(0)、R(1) 的估计,并由(11) 式确定模态数

p# 

3) 分解 R = �R (0) - R2
minI 为, R = �5 �5H

,求得 �5# 

4) 求 �R = �5- 1�R(1) �5 - H 的特征值和特征向量,得对角矩阵 + 和矩阵Q# 

5) 由 diag( j X1+ A1, j X2+ A2, ,, jXp + Ap ) = ln +,得到频率 Xk 和阻尼Ak# 

6) 由( 7)式得振型 5 = �5Q# 

3  仿 真验 证

受随机激励作用的 5维动力系统被考虑, 假设结构的主模态由 4阶振动模态组成,其振动

频率、阻尼和振型见表 1、表 2# 识别仅仅依靠系统的输出信号,从 5个通道同时测定结构的输

出,考虑信号在采集和计算过程中的随机误差,输出测试信号 Y= X + v ,其中 X为系统的实

际振动信号, v 为正态白噪声# 

结构动力特性的参数识别方法是从输出测试信号中计算出结构的振动频率、阻尼和振型,

实际结构的振动频率、阻尼和振型记为 Kk = j Xk+ Ak , 5 = ( 51, 5 2, ,, 5p ) ,由于信号受噪声

的影响, 估计出的振动频率、阻尼和振型为 Kk+ $Kk , 5 + $5# 相应的增量是由噪声产生的# 

由方程( 5)得

  v (m ) = 6
p

k= 1

5 ke
mK

k( em$K
k - 1) + 6

p

k= 1

$5ke
m( K

k
+ $K

k
)# ( 12)

将向量 v( m) 的第 i 分量按泰勒公式展开,并略去高阶小量有

  vi ( m ) = 6
p

k= 1
5kie

mK
km$Kk + 6

p

k= 1
$5kie

mK
k# ( 13)

从( 13) 式知道, $Kk 与 v i ( m) 成正比, 比率系数是 1/ ( 5kie
mK

km) , 当 m 充分大时,

1/ ( 5kie
mK

km) 充分小,这表明随着测试样本的增加, 噪声对频率和阻尼的影响将会减少 # 又

$5ki与v i ( m) 成正比, 比率系数是1/ emK
k, 其模大于1, 这表明噪声的增加将会对振型的精度产
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生直接的影响, 这种影响不会因测试样本的增加而减小# 数值计算的结果也表明上述结论是

正确的# 

信号和噪声的大小也被考虑, 信号是112 dB,噪声是 30 dB# 表 1示出了振型和振型的估

计值,表 2示出了频率、阻尼和频率、阻尼的估计值# 
表 1 振型和振型的估计

理论振型 估计振型

  2. 0   2. 0   1. 0   - 2. 0  1. 999 98  2. 000 05  1. 000 00  - 1. 994 2

2. 0 - 4. 0 - 1. 0 1. 0 1. 999 99 - 4. 000 00 - 1. 000 8 0. 992 85

3. 0 1. 0 3. 0 2. 0 2. 999 98 0. 999 96 3. 002 12 1. 956 60

1. 0 1. 0 - 7. 0 - 1. 0 1. 000 00 1. 000 00 - 7. 004 8 - 1. 002 7

2. 0 1. 0 3. 0 1. 0 1. 999 99 1. 000 01 3. 003 0 1. 000 00

  表 2 频率、阻尼和频率、阻尼的估计值

频率、阻尼   jX1 + A1   jX2 + A2   jX3+ A3   jX4 + A4

理论值   3. 5j- 0. 000   2. 4j- 0. 000   1. 2j- 0. 000   0. 5j- 0. 000

估计值 3. 5j- 0. 004 1 2. 4j- 0. 002 9 1. 2j- 0. 001 9 0. 5j- 0. 001 3

理论值 3. 5j- 0. 010 2. 4j- 0. 008 1. 2j- 0. 005 0. 5j- 0. 001

估计值 3. 5j- 0. 010 0 2. 4j- 0. 008 0 1. 2j- 0. 005 0 0. 5j- 0. 001 7

4  结   论

讨论了一个受随机激励作用的结构动力系统# 引进了测试信号关于固定点测试信号的相

关函数 Y,研究结果表明,信号 Y是系统所对应的自由振动方程的解, Y包含了系统所有的动

力特性# 利用希尔伯特变换将信号 Y 从实数域变换到复数域, 使 Y 的解简单地表示为

6
n

k= 1
5ke

K
k
m 的形式# 提出了识别谐波信号的频率、阻尼和振型的子空间方法# 数值仿真结

果表明,本方法能有效地识别系统的动力特性, 相对 Ibrahim方法,本方法不利用最小二乘法,

并具有良好的鲁棒性和较高的计算精度# 
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Theoretical Model and Numerical Method on

Online Identification of Dynamical

Characteristics of Structural System

YAO Zhi_yuan,  WANG Feng_quan

( Depar tment of En gin eer in g Mechanics , Southea st Univ er sity ,

Nanjing 210096, P . R . China )

Abstract: An online method of identification of dynamic characteristics only using measured ambient

response of structural dynamic system is widely focused on. The Ibrahim and ARMAV methods are ba-

sic identification methods. A model on dynamic system suffered by random ambient excitation was re-

searched into, and a subspace decomposition method being different from traditional harmonic re-

trieval method was introduced. Robustness and effectiveness of this approach on identification of v-i

bration characteristics are demonstrated on numerical experiment.

Key words: modal identification; system identification; structure dynamic system
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