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摘 要

本文采用杂交 /混合有限元对中厚板的屈曲问题和自由振动问题进行了分析
,

首先推导了一个

修正的 R ei s sn e r 变分原理
,

它仅要求构造 C “

类场变量
,

避免了闭锁现象的产生
.

所有的场变量

皆采用线性插值
.

最后得到一个矩阵型的位移广义本征值方程
,

刚度矩阵对称
、

正定
.

计算结果

表明本文采用的方法简单
、

可靠
,

较为令人满意
.

一
、

lllJ 西

关于有限元的中厚板分析
,

前人已做过较为详细的评述
,

如文献〔1〕
,

而专著〔2
,

3〕则对

各种变分原理进行了讨论
.

由于要假设一个全区域内连续的挠度场
,

因此 一般的杂交应力有限元很难处理中厚板的

屈曲问题
.

薄板的 屈 曲 问 题 曾 有 A llm a n 〔‘’,

T a b a r r o k 和 S im p s o n t s ’以及 R e d dy 和

T sa yt。’讨论过
.

文献仁7〕分析了中厚板的屈曲问题
,

采用剪叨变形 ?
, ,

下,
作为自变 函数进行

插值
,

这在薄板极限情况下
,

自然不会产生闭锁现象
,

不过 Cl 类的挠 度 场 的 构
’

造 是繁重

的
,

文献中采用了高阶形函数
,

其解是相当精确的
.

随后文献〔8 〕用一种非常 简单 的方法形

成了刚度矩阵
,

对中厚板的屈曲问题进行了分析
,

同样不出现闭锁 现 象
.

不过其最 终的方

程是混合型的
,

这势必要求在求解过程中对一个总体矩阵进行求逆
.

文献〔6」对薄板的自由振动问题也进行了分析
.

中厚板的自由振动有限元分析做 的人很

少
.

采用标准的位移元
,

文献〔9 〕对中厚板情形进行过分析
,

而没有考虑薄板 板限 情况
.

对

于这种单元的振动分析
,

只有采用减化或选择数值积分才能避免闭锁现象
〔’。’. 目前似乎还未

见到利用混合型有限元对中厚板的自由振动进行分析的文章
.

本文采用混合型能量原理
,

只需 C0 类场变量
,

且采用线性插值
.

这样
,

形 函数的选取

及单元刚度矩阵的推导都变得较为简单
,

且最终得到的是位移型的较低阶方程
.

同样避免了

闭锁现象
.

这里分别对中厚板及薄板的屈曲和自由振动进行了分析
.

.
卢文达推荐

.

本文是在中国科学技术大学黄茂光教授指导下完成的
,

作者在此表示感谢
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二
、

屈曲问题的变分原理

等厚度的中厚板屈曲问题
,

有 R e is sne r 变分原理泛函
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板中各内力及转角的定义如图1
。

在进行有限元分析时
,

为保证泛函

式 (2
.

4) 中的积分成立
,

需要求 。
,

M
二 ,

M
二 , ,

M
, 在全板域 内保持连续

,

这一条

件在单元内易于满足
,

而在单元交界面
_

卜要求 。 连 续
,

同时又要 求 M
, ,

M 。

满足平衡条件
,

则过于苛刻
.

因为这样

就无法把 一些独立参 数 在 单 元内凝聚

掉
,

而在最终的方程中保留力和位移两

套参数
,

成为混合型方程
.

引入拉氏乘

图 1 内力及转角的定义 子以放松单元交界面上 对 M
, ,

平衡要求
,

则
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其中
, n
为单元数目

,

l为单元间交界面数 目
,

口
”

为单元全 域
,

C
‘

为单元之间 的 交 界面
,

C备
二 ,

姗
: :

为给定 M
, ,

M。 的单元边界
·

拉氏乘子的物理意义是单元边界上的法向转角和切向转角
.

不过不能直接将这一物理意义代

使9)入泛函式(2
.

8 )
,

否则有可能出现闭锁现象
.

引入新的定义于单元边界上的参数 几
。

和 元
, ,

刀
,
= 久

二

一 , , ,

刀
,

= 几
:

一 下
,

显然 久
. ,

几
,

是边界上挠度 叨 对法向及切向的导数
.

在插值函数的选取 中
,

保 证 ? 。 和 ? ,

在

单元交界面上的连续性
,

则代入 (2
.

9) 式后的泛函式在单元交界面上给出条件
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其中 a日
”

表示单元的所有边界
.

三
、

自由振动问题的变分原理

等厚度中厚板自由振动问题的 R e is sne r 变分原理是
〔3 1

~ f 「(
, , . , , . , ,

a动
, , ,

/ a动
。

日苗
,

、
, 二

刁苗
,

刀
;

二 { }裙一 厂
广
一犷

“
一M

.
i了厂

‘

一 M
, ,

亡岑
了 .

+ 丫
“

、一 M
,

丫
,

JJ L
’

“
一 ‘

口% ‘ r 一 ‘ y
k a口

‘

口劣 产
‘

『

一 ’ ag

+ Q
·

(霏
一

&.)
+ 口,

(瓮
一功刁

一

道
曰
润肠

2 + ,

粼川
〕
)
、。

+

{
。。

,

“
·

‘
·

“·+

l
。。

:

M二‘
·

“￡一

{
。

,

Q一“
名

(3
.

1 )

这里 。 为板的自由振动频率
,

户为板的密度
,

J 为板的横断面的惯性矩
,

其值为
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采用同第二节一样的方法
、

记号和条件
,

最终得到按单元求和的中厚板 自由振动问题的广义
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万一弓({{{
一 犷

,
+ 。

·
十

(
口M

,
.

一

又 一

十
O X

口M
, ;

口夕 )(歌
一 :

·

)
+

(
口M

, , +

瓷)(
一

豁
一

v,)

十

扮
。

l腼
2 + ‘

(翼
一

动
“
+ ‘

(留
十 : ,

)
2

〕}川

一

丁
。。

,

仁M
·
‘只一 :

·

) + M二 (、一 :
:

) :、·

) (3
.

3 )

这一泛函的驻值原理给出平衡条件
,

几何方程及所有的位移和力学边界条件
,
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四
、

有 限 元 分 析
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五
、

数 值 结 果

本文计算了以下各算例
,

为了便于比较也列出了部分前人相应的计算值和理论解
.

在振

动分析中 tn
, n
分别表示沿 二

,

g 方向上的半波数
.

在所有各向同性体算例 中
,

均 取 泊 松比

, 二 0
.

3
.

经典薄板理论解
t ” ’久= 4

.

00 0
,

表 1 中所有的 几数值均应乘以 因子 尸D / 扩
.

对于 这一问

题
,

计算还表明
,

如采用非平行四边形单元
,

则其解的精度不会受到影响
.

表 2 中所有的 几数值均应乘以因子 矛D / 了
,

理论解
〔“ ’几= 10

.
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士
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、 。 _ ; ,

二
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告
表 3 中所有 。 数值均应乘 以因子 1 0-

‘
(G / 户尸 )

“ .

表 4 中板的厚跨比 h/a = 10
一 ’,

且在 二 和 , 方向上的跨度 分 别 为
。 和 b

,

其比 值为 a/ b

= 1/ 斌 2
.
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四边简支方板〔h /
。二 1少

,

)固有频 率 。/ 了
一

泞2(万h勺

木文解
势 误差男份爷 三维线弹

性理论解
M in dlin

板 解
文献〔g 〕

0
.

0 9 42 1

0
.

2 3 2 3

0
.

3 5 7了

0
.

0 93 2 0
.

093 0 0
.

0 93 1

0
.

2 2 2 6 0
.

2 2 1 8 0
.

2 2 lT

,人nJn0)性

⋯
、

l
性才凌
�门立

月.�

川
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.

4 645

:
57 2 1

二⋯二⋯‘
三⋯二画二匡

旦吵三三画应二

—
}一二丝竺一{一坚i些 _
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一夕二些竺一
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0
.

5 2 3 9 0
.

5 1 gT 0
.

5 4 8 4

0
.

75 9 7 1 0
.

0 0
.

68 89 0
.

6 82 1 0
,

7 83 8

们1-,妇l,‘.曰

-1
1

勺乙。‘电仙.J,J

4
,

2 D
.

80 40 7
.

0 0
.

7 5 1 1 0
.

了43 1 0
.

87 T9

.

全部采用 8 X 8 有限元网格
.

二 同弹性理论解的误差
.

六
、

结 论

从上节算例结果来看
,

随网格的加 密
,

无论单元形状如何
,
解的收敛性是可以得到保证

的
.

在屈曲问题中
,

本文的解较文献〔8 〕收敛得更快些
,

同时又省去了文献〔8j 的总体矩阵求

逆过程
,

减少许多计算量
.

在振动分析 中
,

本文的收敛速度比文献「9〕差些
,

但注意到后者采

用的是二次插值
,

且采用了比本文密得多的网格
,

本文还是具有其特点的
.

本文全部采用线

性插值
,

因而单元刚度矩阵的推导非常简单
,

最终的方程较为低阶
,

同时从第四节出发
,

在

此基础上发展高阶单元是很容易的
.
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