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摘 要

木文是关于散度
、

旋度和梯度的统一定义的继续和在并矢与实复转化等方面的补充
,

目 的 在

于推广外微分形式的一种表写及其应用
.

文献 [ 1 ]中
,

作者用统一的模式导出了散度
、

旋度和梯度的一般表达式
,

实际上给出了

引入外微分形式的一个自然途径
.

这显然是很有意义 的工作
.

我们知道
,

在应用数学和力学中
,

常用的描述方法有标量法
、

张量矩阵法
、

矢量并矢法

以及外形式法等
.

标量法公式冗繁
,

难于记忆
,

容易掩盖问题的实质
; 张量矩阵法可以在一

定条件下混合使用
,

互相转化 (参见〔Z D
,

强调了描述的坐标不变性
,

突出了问题的概 念

和本质
,

简化了公式
,

但却使用了大量角标 以致书写和排印尚嫌累赘
; 矢量并矢法 (或双点

张量法) 使得公式高度浓缩
,

外形异常简洁 (参见〔3〕)
,

然而在反称运算中手续仍然繁复 ;

外微分形式集外积与外微分这两种运算于一身
,

克服了上述缺点
,

但却引入了许多新的运算

法则
,

失掉了矢量等简洁的形式 (参见皿〕)
,

一直来能为物理学和工程技术界广大学者所接

受
.

木文采用 仁2
,

5 3 中由李国平教授首先提出的方法
,

希望保持更多的优点
.

下面着重在三维 E uc lirl 空 间E
“

中进行讨论
,

高维情况下也有类似的表写方法
.

一
、

外 微 分

在右旋 D e s“a r te s 坐标系O
一
从介二3

中
,

沿坐标架取 d x ‘“一 l
,

2
,

3) 为基矢量
.

矢量 A

与B的叉积表示的有向面积可沿有向面积 d x ‘ x d x , 三 d s
、

“。了* k。‘) 作成的基矢量分解为
:
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对于有向体积 (A x B )
·

C 可用有向体积基矢量 (d x , 只 d 、
,
)

·

d x 。 来表示
:

} A
,

A
。

A
, ,

(A x B )
·

C一 } B
:

B
,

B
, {

(d x
,
又 d x

,
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C
I

C
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C
3
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2 )
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!
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工 “
刃

,
A

Z

十 十

B
3

B
,

B
,

B
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(1
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3 )

1介j
、..里

.

J
么

(A X B)
·

C 的体积
}

式 凡 As

}(A x B )
·

C !一 B
,

B
:

B
3

C
I

C
:

C
。

推广式 (1
.

1) ~ (1
.

2) 中的点积 (
·

)和叉积 ( x )为外积( A )
,

使之满足

( 1 ) 数乘
:

f(A A B )注fA A B (f〔R ) ;

( 2 ) 分配律
:

A A (B + C )三 A A B + A A C ;

( 3 ) 反称律
:

A A B二 一 B A A ;

( 4 ) 结合律
:

A A B A C三 A A (B A C )二 (A A B ) A C
.

这里的外积及其关系应理解为有向线段
、

有向面积及有 向体积及其间的外积关系
;

说的即是有向体积 (参见式 (1
.

2 ))
.

有向微分线段
、

有向微分面积及有向微分体积分别简记为

clI 三 (d 芜
; ,

d 义
2 ,

d 戈
3

)一 d x , 十 d x Z十 d x 3

d s二 (d丸d%
3 ,

d肠d 劣
, ,

d 劣
l
d % 2

)

一 d x Z
八d x 3 + d x 3

八d x , 十 d x ,
八d x 。

J V 三夕义
I
J义

:
d % 3

一 d x 、
八d x :

A d x 3

我们看到
,

在线积分

(1
_

4 )

结合律 中

{
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1
(x )d / 1 + A

Z

“ , d / 2 + “
3

“ , d
/ 3

〕

中出现的是 一级外微分形式
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a 气x ’三月
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〕

J 理

中出现的 旱二级外微分形式

凡 x) 三 B
,

(x )d凡d 二
3 十B

Z
(x )d 二

3
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B
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注意
:

上述微分矢量的乘积的确满足外积 的定义
,

例如反称律
:

d%
‘
d x , 一 (占‘, 一 1 )d劣 , d x ‘

一 d x ‘A d x ,

式中山
, 是 K ro n e c ker 符号

.

所 以微分形式可以不再重写成黑体字母
.

通过简单计算
,

我们有
:

<
:

};
,

><
。

};
,

>
一 (

EzF
3一“二 ,“zdx

3 + ‘“二一“
!

“
,

,

·

d x s
d x ,

+ (E
:
F

Z
一 E ZF

,

)d 义 ld 叉
:

_ / d s _ \
一\ E (x ) X F(x )/

(1
.

5 )

这就是矢量代数中的叉积
,

又

/
_

d l \ / 夕S \ _ /
_

d s \ / _ d l \
\ E (x ) / \ F (x )/ 一\ E (x ) / \ F(x )/

一 (E IF I 十 E
:
F

: + E
3
F

。

)d x ld凡d 劣
3

_ / d犷 \
一\ E (x )

·

F (x ) /
(1

.

6 )

这就是矢量代数中的点积 ; 混合积的表达式是
:

/ dl \ / _ dI \ / dI \ _ / d s \ / d! \
\ E (x ) / \ F (x ) / \ G (x ) / 一\ E (x ) 又 F(x ) / \ G (x ) /

一

<
〔E“” d厂

F(x )

,

。(‘ , 〕

> (1
.

7 )

一种外积统一了矢量代数中的两种乘积
。

坐标变换也变得十分简便
.

试以 D es ca rt e s 坐标变到球极坐标为例
,

有
:

x 二 (r s in 功
e o so

, r sin协
sin o

, r e o s
功)

其中
r> o

,

O《夕( 2二
,

o( 功( 二 ,

d x = (sin功
e o ss

, sin功
sin o

, e o s
砂)d

r

+ (e o s
必

e o so
, e o s

诱
sin s

,

一 sin功)
r d功

+ (一 sin o
, e o so

,

0 )r sin 功d o

三 (d r )e : + (rd功)e
: + (r sin 功d o)e

3

【1 〕中的几个极限过程相当于这里的外微分运算 (d )
,

它们满足下面的性质

( 1) 线性
:

d( a 十户 三 d a 十朔
,

d( 了刃 二 fd竹

( 2 ) L eibn itz 法则
:

d (a A刀)= d a A刀+ (一 1 ) , a A d刀
;

( 3 ) 幂零性
:

d d 。一 。;

( 4 ) 全微性
:
d H 一 a :

H d x ; 十叭H d 二: 十a 3
H d x 3 .

这里a‘三a /a 为
,

P是外微分形式的级
.

外微分形式进行外微分后
,

一般级别提升一级
.

例如关于性质( 2 )有
:

d <H (x )>一 a I
H d 劣

: + 么H d 劣 : + 氏H d戈

(1
.

8 )

_ /
_

dl \ _ / dl \
一 \甘万(x )/ 一\ g r a d H (x ) /

(1
.

9 )

可二 (a : ,

a : ,

a , )是 H a m ilto n
算符

,

H (x )为梯度场 ,

d

<
。

忍
)

>
一‘”2 G 3“ , 一”

3

G 2“ , , d % Zd X 3
+ ‘”

3

G I‘, ,

一。: G * (x ) )执心
: + (a :

几(x )一e: G : (x ))
·

两d 劣 .
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_ / d s \ _ / d s \
一 \ V X G (x )/ 一 \

r o tG (x ) /
(1

.

10 )

G (x ) 为旋量场 ;

d

<式夏
)

卜
‘”

I
F

I
‘·, + ”2F

2
‘! , + ”3

F
3
‘、, , “一d %Z d一

_ / d厂 \ _ / d犷 \
一\ V F(x ) / 一\ d iv F(x ) /

(1
.

1 1 )

F(x) 为散度场
.

它们都提升了一级
.

一种外微分统一了矢量分析中〔1 」的三种运算
.

二
、

Poi n ca r6定理与逆定理

对关系 (1
.

9) 和(1
.

1 0) 再进行一次外微分运算
,

由于性质 ( 3 )有
:

dd <H(
! )>一

《
,

群
x ,

>
一 “

<
g r a

淤
(: ,

>
一

<
, 只

挤
(: ,

>
一

<
dd <以

)

>
一 “

<
,

总
x ,

>
-

d s \ _
r o t

·

g r a d H (x )/ 一
(2

.

1 )

,

/ d s \
a 戈

,

。
, 、

夕

\ r o 工心戈X ) /

/ d s \ / 面 \
一\v

·

, x G (x ) / 一\d i,
·

r o tG (、)/ 一
” (2

‘

2 )

幂零性即 Poi nc ar 。 定理
,

它统一了矢量分析中的著名公式
:

r o t
·

g r a d H (x )一 0
,

d iv
·

r o tG (x ) = 0

因此 G a u ss 定理和 St oc k es 定理可以分别写成
:

(2
.

3 )

{众代
,

>
一

{
。 “

<
。

代
)

>

}
:

<贰
)

>
一

!
。 “

<端>
(2

.

4 )

第一式中L 是定向曲面S] 为边界
,

第二式中S 是三维区域犷的边界
.

对于一般的区域口及其边

界a口
,

式(2
.

0 可以统一写成
:

{
。 (x )一 {、

。(x )

J d g J g

(2
.

5 )

或

<口口
,
。) = (口

,

d。) (2
.

5 )
尹

后一种形式强调了算符。与 d 的对偶性
,

揭示了整体性与局部性之间的内在联系
.

推广到高维及流形上就有更多的乘积和性质
.

使用这一工具
,

场论的很多篇幅得以大大

简化 (参见〔5」)
.

Poi nc
a亡 定理是说

:

外微分形式的二阶混合偏导数相等
.

这是微分方程和微分几何中许

多可积性条件的概括
.

使d 。一 o成立的形式。称为闭形式
;
存在形式叮

,

使 d刀一 。成立的形式

。称为正合形式
.

Po in c a r。 逆定理则说
:

正合形式是闭形式
.

它在物理和力学中保证了位势

的存在性
.

它是一个局部性质
,

一般只适用于单连通区域
.

由式 (1
.

8) 知道
,

每个标量场H (x )对应一个矢量场 VH (x ) , 反过来
,

任一矢量场 G (x)

就不一定是某个标量场H (: )的梯度
.

如果回答是肯定的
,

则
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、<、 (x )>一

<
,

层
、)

>
一

<
。

愁>
的充要条件是

dd <H(
· , >一

《
G

汉
,

>
一

<
,

xaos<
: )

>
一 “

(2
.

6 )

又如由式 (1
.

9) 知道
,

每一矢量场G (、)必对应另一矢量场 V x G (x) ; 反过来
,

对任一矢量场

F(x )存在另一矢量场G (x )
,

使

《
。

火
,

>
一

<
,

忿
: )

>
一

<米
)

>
成立的充要条件是

dd <
。

代
)

>
一 “

<群
)

卜<
,

歌
。

)
一 ”

(2
.

7 )

再如弹性理论中的协调条件实际上也是 Poi nc ar 亡 逆定理 (参 见 仁6」)
.

热 力 学 中 的

L e g e n d re 变换说明其中的微分是外微分
,

因而系统的内能
、

H e lm hot 乙 能 量
、

G ib bs 自由

能以及焙都是一级外微分形式
。

M a x , e n 关系保持了形式的闭性
,

即保 证 了 Poi nc ar 亡 逆

定理成立 (参见「5」)
.

线 (弹) 性边值问题可用线性算子A : U o U 苦
表示

,

U 是实 H ilb e rt 空

间
,

U 关是它的对偶空间
.

位移 u〔U
,

则力f〔U 气 线弹性力学问题可写成

笑(u )二A u 一 f一 0 (2
.

8 )

记 d为弱微分 (变分) 算子
,

如果线性算子兄
‘

(u) 一A
,

A是对称的
,

即

(A u , ,
u Z
》一 (A u : ,

u l》一 0 (2
.

9 )

则兄 (u) 是势算子
.

此时
,

变分逆问题有解
,

即存在泛函

J (“ , 一 2

{
<A ‘“一 ,

,
“>d ‘一 ‘A “一 2‘

,
“,

(2
.

1 0 )

这里 (..
·

》是对偶积
.

引入 H ilbe rt 空间 (或子空间) H
;

与 H
: 的外积空间 H 二 H

: A H
Z ,

H
;上H

Z ,

则任一

d y〔H 必有J u ‘〔万
‘,

s= 1
,

2
,

使J v = J u : + J u Z ;
令 J u :

d u Z
二J u ; 八‘u :

三 一 J u Z
八 J u ,二一 J u :

.

d u ; 。 因此
,

条件 (2
.

9) 实际上就是 H ib e rt 空间中的 Poi nc ar 6 定理
,

事实上
,

用我们 已经

熟悉的记法
,

易得
:

dd <J (。)>一 d

<
,

态
,

>
一

<vaxu备佘
)

>
= [ (A u : ,

u :
) 一 (A u Z ,

u ,
》〕d u , d u Z

= 0

这时
,

如果J (u) 是部分已知 (或灰色) 的
,

则另一部分 (例如约束条件) 可以 用 L a g r a n g e

乘子法来进行识别 (参见〔7〕)
.

式 (2
.

9 ) 是泛函 (2
.

10 ) 存在的充要条件
,

称为 V a in be r g 定理 (参见 〔8〕)
.

此时

d J (u ) = J (u + d u )一 J (u )= (J
产

(u )
,

d u )

一 / d “ \
一 \ A u 一 f/

(2
.

1 1 )

将解空间投影到由基{L
, ,

⋯
,

L
。

}张成的有限维子空间上
,

令 e 二A u 一 f称为残量
,

于是有

近似式

u
”

主N
:
L

: + ⋯ + N
,

L
,

二 NL

f
”

三M
IL ; + ⋯ + M

。
L

.

三 ML } (2
.

1 2 )

在有限元分析中
,

N ‘
称为节点‘的形 函数

.

由式 (2
.

n )
,

有
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dJ (u
”

)= <e
” ,

N d L> (2
.

1 1 )
‘

式 中d L二 (dL , ,

⋯
,

d L
。

)
,

e ”
三A u ”

一 f
” .

式 (2
.

1 1 )
‘

左端是由变分泛函得到的有限元方程
,

右端则是直接由算子 A 得到的加权残量法有 限 元 方 程
.

前 者 称 为 Ri t z 法
,

后 者 称 为

G a le r k in 法
,

在式 (2
.

1 1 )成立时
,

它们是等价的 (参见 〔9 ] )
.

三
、

星 运 算 与 上 微 分

星运算或 H o d ge 运算
,

算符用
“

护表示
,

在E 3
中可用简单方法定义

:

关d %‘
资“

‘ ,

d戈
;

d 劣
,

.

关 (d 芜
;

d x
,

) 三“
: ,

d x
‘ 、

关 (a 劣‘口劣了a 义抢) 三“I舌
, 井“了七三以戈‘a 构 J x 七 夕

本文指标重复不隶和
, 〔, , ,

为 E d d in g to n 符号
.

由此

(3
.

1 )

“d<H
‘·, >一

《
,

旅
,

>
一

<
, ,

组
、)

>
一

如
v

.

9

磊
(、)

卜<
△

蛋
x )

> (3
.

2 )

其中△二口}十鱿 十刃称为 L a p la o e
算子

.

又如

d <F “ , >·d <G ‘, , >一

<
,

群
x )
) <

;

J凡
,

>
\/

XG
‘

da
扩).g

XF
.

da盯

/\
、

一

<
。!
F “’

‘

d厂

a ,
G (x ) + aZF (x )

·

。Z

G (x ) + 口
3
F (x )

·

a
3

。(、)

>
(3

.

3 )

这是一个很有用的结果
,

特别是当F (x) 一 G (x) 时
,

有

“<F ‘· , >“ <F ‘· , >一

<
, 二(x

了乓
二(: ,

>
一

<
g ra
寿

(: ,

>
一

<
(。: : (x ))

2 + ‘” d犷
Z
F (x )

)
2 、 (。

3
: (x ))

小 (3
.

3 )

在四维 L or en tz 空时M
‘

中
,

取d x , ,

d x Z ,

d x 3 ,

dt 为正交基
,

规取三正一负
,

则

关 (d 戈‘d t)三 “so d x , d% ,

苦(d 劣 , d 戈, )兰 ‘, , 。d td 戈
‘ ) (3

.

4 )

令光连
。二 1

,

E (x
,

t) 是电场强度
,

H (x
,

t) 是磁场强度
,

对二级外微分形式

。‘:
,

‘, 二

<
。

度
才)

>
d ‘+

<
。

黔
, )

>
进行星运算

,

有

一 ‘:
,

‘,
一 <

。

岁
,

矛)

>
d ‘十

<
。

忠
,

> (3
.

5 )

于是
,

M a x w e n 方程组成为
:

d 。 (x
,

t) = 0
, d一 ‘一‘, 一

<
。(
岌{
才)

)
+

<
i。夏{

, ,

> (3
.

6 )

式中p 是电荷密度
,

j是电流密度
;
在真空中成为

:

d。(x
,

t)一 0
,

d 苦。 (x
,

才) = 0 (3
.

6 )
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对 P 级形式 ; 算子

J三 劳一 ld 关(一 1 )
,

(3
.

7 )

称为上微分
,

算子

△三 d占一 dd (3
.

8 )

称为d e R h a m 算子
.

在E 3
中

,

护一 l (或f
‘
~ 劝

,

所 以

《贰
)

>
一““ (一 1 )

<贰
)

>
一“

· (一 1 )丫

<贰
)

>
一。

《
,

簇
: )

>
一、

·

戈
,

抓
)

>
一

<
, x

兴
。(x )

>
一

<
,

藏
、)

>
二

<
、

g入
)

>
“

<
。

丫;
)

>
一 d ·“

·

(一 1 )

<
。

忍
,

>一
d ·(一 1 )d

<
。

代
,

>
一“<

,

言认
)

>
十“

·

<
,

怂
、 ,

>
一<

, ,

斟
: ,

>
+

<
, 义 ,

九
(: )

>
三 一

<
八

舀{
x )

>

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

由此可见
,

在E
“

中除一个与P有关的符号外
,

八就是△
,

因而算子八是 L a p la c e
算子△的自然

推广
.

四
、

变分原理与守恒定律

试以一个动力系统为例
,

q为它的局部坐标矢量
,

p为广义动量
,

L(q (t )
,

P( 0
,

O 是系

统的 L a g r a n g e 函 数
,

设 曲 线 厂(o)二 {q (t )
: t〔〔t

: ,

tZ〕} 和曲线 厂以)二 {q (t
,

几)二 q (t)

+ 几乙(t)
: t〔〔t

l ,

tZ」
,

乙(t
,

)一乙(t
:
)= 0 }

.

记口口二厂(i )一厂(汽)
,

口是曲线I’(几)由几一 1至几作微

小变形时所扫过的曲面
.

根据 St oc k es 定理 (2
.

5 )
‘

及作用量原理或变分原理
,

有

(厂(0 )
,

L (q (t)
,

P(t)
,

t))一(厂(之)
,

L (q (t
,

几)
,

P(t
,

几)
,

t))

= <a日
,

L >~ <习
,

d L >一 0 (4
.

1 )

由此
,

得 L a g ra n ge 矢量E (L )所应满足的条件

dL 一

或叙翻一却
‘

jdte 乙万 , ‘“, ‘,dt 一”

(4
.

2 )

这就简洁地证明了分析力学中的一个重要定理
.

作用量原理要求积分<厂
,

L )对所采用的坐标变换是不变的
.

一般说来
,

变换

q注口(q
,

t
,
w )

,

才兰公(q
,

t
,
w ) (4

.

3 )

组成一 个
:
参数变换群

; q与w 都是
r维矢量

,

且

q = q(q
,

t
,

0 )
,

t一亡(q
,

t
,

0 ) (4
.

4 )

它们将一条路径厂变为另一条尸
,

L 必需满足一定条件才能使积分 <厂
,

L > 保持不变
.

这些条

件是物理和力学中许多守恒定律的统一描述
,

数学上称为 N oe th e r
定理

:

积分<厂
,

L >在:
参

数变换群(4
.

3) 一 (4
.

4) 作用下
,

存在
:
个E , (L ) 的不同1形式

,

它们沿极值路径厂都是闭形式
.

在一般情况下
,

定理的证明很繁复
,

用这里介绍的方法只要在参数 空间 w = 0 处
,

用式

(4
.

1) 计算d去
,

即得所求
.
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五
、

并矢与 G re e n 定理的推广

非线性物理采用的描述工具各家不同
,

国际上采用两点张量法或并矢法越来越多
.

这一

方法特别适用于描写非线性弹性理论的有限变形
,

克服了有些方法容易引起混乱的缺点 (参

见〔3」)
.

讨论两个E 3空间它与E之张量积 它x 旦
,

它们的坐标系分别取为 0
一
xl 尹护与0

一
x ,
凡二 3 ,

相

应地引入下面的记法
:

d l二 (d 二
‘

)
,

d Z三 (d 二 , ) ;

d s 二 (
‘

; , d x jd x ‘)
,

d多二 (
。

: “d , , d二
*
);

d F 笼 d x ld戈
Z
d护

,

d 犷三 d % l
d % Z

d x 3 ;

d l二 * d l
,

d z二 二d Z d s 二
*
ds

,

d s 三 * d签
;

_ * 补

<
“

“
J‘

>
二“ ,“/ ‘

dx,,
”

.

其中
〔‘八与。‘, ,

以及
〔{“与、 ;

。

等同义
,

A是二阶张量
.

我们知道
,

对它可以用矩阵或矢量来表示

(参见仁9〕)
:

五二〔A
‘,

A
Z ,

A3〕二〔A
,

习

三 [ A‘」二仁A : 」 (i
,

j= 1
,

2
,

3 )
.

张量五与白的乘积理解为

AB 二〔A 毛B {〕

为了方便起见
,

本节采用了 E ins tei n
求和约定

:

同一项中两个指标相同时
,

须对这一 指 标

由1~ 3求和
,

如上面的指标k
.

矢量代数中的点积与叉积
,

在二阶张量中将有四种乘积
,

称为双点叉积
,

它们 的 符 号

是 : : ,
x

,
x

,

要
.

利用外积运算
,

也可将之统一进行处理
,

例如

<气
“‘

><
“‘
扩>

一 (
(

,“““x,d 、、’

·

(
‘

点
。

侧 d介d 二‘d尹)二月二B }d犷d F

二了叱 叮沐
\ A : B /

(5
。

1 )

<
“‘
丫
‘

><气
J‘

>
一 ‘“ ,“为dxl ’“‘“““Jx,d 、

dxm
’

二 A IB 轰d 犷d 分d 戈“

(5
.

2 )

了司
,

dl

\ A

1 d s

B

三

<像誉>

>
一 (“ , d % ! d / ‘

, “ : ““众“x o d %‘d % “,

二A {B 丁d为d场 d V

二了瞥
.

瞥、
\ A 欠B /

/ d 2 d l\ / d Z d {\
』 , , , 、

。 ‘ , , _
、

( “ 三 二 ‘ “

) ( “ ‘二 “ ’

) ~ (A ; d价 d x , )(B 二d为d % “ )
\ A / \ 日 /

= A IB 拟x ‘d勺d xl d 工“

(5
.

3 )
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三了d芝鲜沐
\ A美B /

如果A
,

B都是对称张量
,

则

五x 百二几交百= 一已x 五= 一巨天凡

A卖B = B雯A; A : B = B : A

对于式 (1
.

9 )~ (1
.

1 1 )与(2
.

1 )和 (2
.

2 )有多种多样的推广
.

令

<雄
)

>
二

·

‘l<以
)

><以
)

>〕
~ /

_
d多 \ _ / d多 \

一 \ P (x ) x V X Q (x ) / \ Q(x ) X 甘X P(x ) /

则

d了声
、

沐一了
_

、

区g
_

、

沐一了
_

、

d经
_

, 、

\
一

\。气X ) / \议又x )
’

V X r 叹X ) / \ r 气X )
’

V X V X 议又X ) /

由式 (2
.

4 )
,

得 S tr a tto n 的矢量 G r e e n 定理
:

f /
_

移 \ _ f / d多 \
J。\ G (x )/ 一J。\ P(x ) X V x Q (x )一 Q(x ) 欠 叮x P(x ) /

一

{
。

<
Q“’

‘

d V

V X 甘x P(x )一P(x )

.

, 义 , 只 Q(: )

>
一

J
。
‘
<殊

)

>
又如令

·
J
民以

)

>谓
(

万>j

V x P(x )
\ / J Z 砰\
/ \ Q(x ) /

场民
一

<簇
)

卜钾>
一

<叮>
+

<武

d S

;
)

>< >〕
一

<扑〔<
p (: )

d s d l

甘x Q (x )

d l
·

甘x Q(x )>
一

<万
“”d 之

V 火P(x )>〕
则

‘
<殊

)

>
一

<
·

!入贰
,

>
一

{
,

dl \ r/ d s
_

\ _ /
1 / L\ P(x )

·

V x V x Q (x ) / \ Q(x )

d S
·

V X V x P(x )

d S

Q(x )
·

甘x P(x )一 P(x )

d 7

.

, 又 Q (x )

>
/\/匆

一

丁
;

P(x )
·

V x V 又Q(x )一Q (x )

.

, K , 、 。(: )

>
一

I
;
‘
<摄食

)

>
这是定理 (2

.

1 0) 的推广
,

称为矢量
一

并矢 G r e e n
定理

.

进一步可以推广为并矢
一

并矢 G re e n 定理
:

{入簇
,

>
二 一

J
。 ·

梦

区召
(

者><窄
(

冷K协



一{
。

「<
一{

;

〔<

Q(x )
·

15 \ _ /
V X P(x )/ \ P (x )

d S
·

甘x Q (x )>]

铎友一一S
.

一

d6 88

Q(x ,
.

,

式
只。(: )

>
一

<
P(x )

.

,

式
x Q (: )

>」
一{

;
‘
<谈泛

)

> (5
.

7 )

这三个方程在电磁学中有重要 的意义
.

六
、

实 复 转 化

复数
: 二 x + 勿的共扼记作 2 三二一勿

,

则双实变量的复值函数可以写成复变量的形式
:

由 劣二 (z + 言)/ 2
,

, = (: 一 万) / 2i
,

则

f (x
,

g )三 u (x
,

, ) + f。(x
,

夕)

= u ((“ + 百) / 2
,

(: 一 牙) / 2 1)

+ i。((z + 含)/ 2
,

(之一 百) / 2 1)

主F (2
,

含) (6
.

1 )

设S是复平面上的有限单连区域
,

边界a s是简单连续曲线
, 。与v

在S中对 x
,

, 的偏导数

存在且连续
,

则可进行实复转化
:

af(二
,

夕) / a二= 〔日F (z ,

万)/ a
: 〕(a z

/日x )

+ [口F (:
,

万)/ a牙〕(口含/ a二 )

= aF (z
,

百) / a
: + aF (:

,

宫) / a牙
,

a f(二
,

g )/ 日夕= [日F (z ,

万)/ 日
z 〕(a二 /日g )

+ [aF (z
,

后) / a万] (口百/ 口夕)

= 记F (:
,

万) / 口
: 一 i口F (二

,

矛)/ a厉

由此可得两个新的偏微分算子
:

口:

三口/口z = (口/ a%一记 / 口夕) / 2 、

日; 二口/ 口万= (a / a
x + ia / a夕) / 2 )

下面将R
“

中的 1 一形式为例转化为复变量的形式
:

(6
.

2 )

<
。(
兰{

_ . 、

、二
。‘

(二
,

。)J二 + 。 ,
(,

,

。)、。

梦) / 一
‘ “~ ’ J 了 一 ~

’
一 , “一

” 口 ‘ 一 口

~ E
‘

(z
,

韵 (d
z 十 d 乏)/ 2 十 E , (:

,

牙)(d : 一 d 言) / 2‘

= [E
,

(:
,

言)一 fE , (:
,

万)」d :
/ 2

+ 〔E
‘

(:
,

牙) + f君 , (z
,

牙)〕d 才/ 2

二 :
:

(·
,

万)d ·十 E * (·
,

: )“, 二

<
d L \

E (z ,

乏)/
(6

.

3 )

且
,

/ d L \
。 。 。

, 二 、 。 。
, 二 、 、 ,

_

, 二

a

火E (:
,

万)/ = 上“‘乙 “‘“
, ‘ ’一 。至“ · 、‘

, ‘ , J“ ‘“ ‘

_ / d s

一\ V X E (“
,
之

d S
r o tE (之

,

牙)

> (6
.

4 )
/
、

\
一一

\/

因此
,

又有复 G re e n 定理
:

d L

E (z
,

矛

\ f
,

/ dL \

)/ 一 J
。 “

\E (:
,

‘)/
(6

.

5 )
/又、

户...
砚
」
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一般微积分学由实变量向复变量的转化还是20 世纪的事
,

因而尚有大量工作要作
,

尽管

解析函数的究研早在18 世纪就已进行了
.

如果在 S 中

口; E (之
,

含)二 o (6
.

6 )

则由复 G r e e n 定理 (6
.

5 )

, )d一{
泞“E (·

,

‘, d ·

一

l
。”·E ‘一”“““一 0

,之
矛‘、

E
召d

r....J

(6
.

7 )

这就是解析函数理论中著名的 Cau ch y 定理
,

其中

d 奢d z = (d %一 fd 夕)(d x 十‘d 夕) = Zi d劣d 夕

所以条件 (6
.

6 )即是 C a u e hy
一

R ie m a n n 条件
:

;
(”

· + ‘a ·, ‘“+ ‘v ,

1
, ,

. ,

二
_

, ~

= 2 以 口 , “一 口, U ) + . 吸a
, U 一 d , “) 」= 0

或

口
r“二口ru ,

口
. 刀“一 口, u

解析函数在弹性理论中有很多应用
.

将条件 (6
.

6 ) 略加推广
,

成为
:

焦E (z ,

乏)= a (: )E (:
,

万) + b (: )

则 C a u o hy 定理应推广为
:

(6
.

8 )

(6 9 )

{ 。(: ,

, )、二一 { {
。(: ) : (二

,

, ) + 。(: ) }。万。二
(6

‘

1 0 )

这里a( 劝与b( 力都是解析函数
.

这种函数称为广义解析函数
,

在连续介质力学
,

特别是弹 性

薄壳的无矩理论中为用甚多
.

更多的应用可在〔4〕~ 〔6〕
,

〔1 0」
,

〔1 1〕中找到
.
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