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摘 要

木文用变分法讨论悬臂矩形板的弯曲
、

稳定和振动的问题
,

文中举了很多的算例
.

11(J 舀

悬臂矩形板的弯曲问题曾由 C
.

W
.

M a C G r e g or 等人 “ ~ “ ’

作过理论计算和实验 研 究
,

但计算都较复杂
.

本文将用变分法分析悬臂矩形板的弯曲
、

稳定和振动的问题
.

选用的挠度

函数简单为其一主要特点
,

虽然有四个参数
,

但我们仅按两个参数进行变分
,

因此计算较简

便
.

二
、

挠 度 函 数 的 选 取

设有
1

矩形薄板
,

取坐标如图 1 所示
,

薄板沿夕一。边固定
,

受有均布载荷 q 。作用
,

我们

仅限于讨论对称弯曲
.

今选取如下的挠度函数

一f
:

登
U

汀
.

f
兀

. 产 ,

兀
.

兀

J 工 十 J , s‘n b , + J 3 5 ‘n a % ”‘n b , 十 J ‘ ,

一
c U 5 2吞 ) (2

_

1 )

一 二 八

其中
a和b分别为薄板沿 x 轴和夕轴边的长度

,

而系数

f
、

~ f
、

都是待定 的参数
.

这些函数仅满足如下的边界条

件
:

当夕二 0时
,

二一 0 (2
.

2 )

但不满足该边界上的转角为零的条件
,

即

当, 一。时
,

窝
一 0

(2
.

3 )

如欲满足条件(2
.

3 )
,

则可将 (2
.

1) 代入上式
,

便得到

f
; + 4f

: + 二f
s
= O (2

.

4 )

也就是说
:

如所选的挠度函数
,

要满足条 件 (2
.

3)
,

则挠度函数的各系数之间必须保持

一约束关系
,

即条件 (2
.

4)
.

于是函数 (2
.

1) 的四个系数
,

只有三个是独立的
.

现在挠度函数 (2
.

1) 已 满 足问题的全部几何边界条件
,

即在y一 o的固定边上
,

挠度及

‘

钱伟长推荐
.
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转角都为零
,

即 (2
.

3 )及(2
.

d )
.

如果采用 R a yle ig h
一

R it z 法 〔’“ , ‘3 ’分析问题
,

则挠度函数仅

仅满足几何边界条件 (2
.

2) 和 (2
.

3) 就可以了
,

但如能满足一部分或全部内力边界条件
,

则可提高计算的精确度
.

由于另外三条边界
: x 二 o

, 二一 。和夕二 b是 自由的
,

如所讨论的是各

向同性板
,

则应满足如下的内力边界条件
:

对于二一 0和 %一 a边
,

应有

口z阴
口扩 十 拼 (2

.

5 )

十 (2 一拼)
口3切

日x 口夕2 一 (2
.

6 )

对于夕一 b边
,

应有

口么阴

物护物口口口

鲜
十 拼
时

(2
.

7 )

穿
+ (卜

, ! ,

息
一 ”

(2
.

8 )

以及在角点A (二二 0
,

, 一 b和 二二 。 ,

, 一

日2田

ax ay

b )
,

应有

(2
.

9 )

至于 (2
.

5 ) 和 (2
.

7) 是边界上弯矩为零
,

而 (2
.

6) 和 (2
.

8) 是边界上的综合横向剪力为

零
.

最后 (2
.

9) 表示在 自由角点上
,

集中反力为零
,

但它们不一定都满足
.

今使二= O和二一 a 两条边上的综合横向剪力为零
,

即满足条件 (2
.

6 )
.

为此
,

现将 (2
.

1)

代入 (2
.

6)
,

可得到

,
,

一仆
十 (2 一。)

身
3

f
Z

一仆
一 (2 一。)

身
3

(2
.

1 0 )

再将 (2
.

1 0 ) 代入 (2
.

4 )
,

可得
:

若令

(2
_

1 1 )

刀
,

一仆
十 (2 一。)

自
刀

2

一簇〔卜
(2 一。)

自
(2

.

1 2 )

则 (2
.

1 0 ) 和 (2
.

1 1 ) 可写成
:

f
l
= 口

,

f
。,

f
Z
= 刀

:

f
:

其中刀
:和压都是常数

.

于是
,

函数 (2
.

1) 可表示如下
:

(2
_

13 )

叨一 f
3

(刀
1 兀

.

乃
.

兀
二

一

X 十 刀2 5 1 n 飞 刀 十 5 1 11

“ U
-

a
一

x s , n 石夕
+

协一 器 (2
.

1 4 )n
g一b

这样
,

在上式挠度函数叨中只包含两个未知参数 f
3

和 f
‘ ,

而且它们是独立的
.

这个挠度函数

除了满足全部几何边界条件 (2
.

2) 和 (2
.

3) 之外
,

尚满足薄板、一 0 和 x 一 a两条边界上的综

合横向剪力为零的部份内力边界 条 件 (2
.

6 ) ,
而其余的内力边界条件都是 自然边界条件

,

它
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们可通过变分近似地得到满足
‘

’4 { .

将所选用的挠度函数 (2
.

1钓 应用于R a y le ig h
一

Ri tz 法中
,

这样就可提高问题计算的精度
.

如果薄板系正交各向异性板
,

则内力边界条件 (2
.

6) 应用下式
「‘5 ’来代替

:

粼会
+

(
2

一

会
一 。2

)穿〕}
二 一 。

一“
(2

.

1 5 )

式中各符号也参见文献仁1 5 〕
.

三
、

悬臂矩形板的弯曲问题

设一悬臂矩形板
,

受均布载荷 q 。作用
,

如图 1 所示
.

这时整个系统的形变势能是
〔‘“’

D
U - 一服黝

2 +

(豹
’+ 2。

会穿
+ 2 (‘一

以众伽
、

(3
.

1 )

其中

D -
E h

1 2 (1一拼
2
)

是板的弯曲刚度
; E

、

h
、

拼分别为板材料的弹性模量
、

厚度和 波桑比
.

如果是正交各向异性板
,

则 (3
.

1) 式应 以下式仁‘5 ’来代替

“一

;班
“

1

(黝
2 十

城豁
’十 2”

1

、

会穿
+ 4

州粼
式中每个符号也参见「15 」

.

外力的势能是
〔‘“’

二一

{{
。。切 d / d “

(3
_

2 )

以上所有二重积分均遍及板的中面
.

于是系统的总势能为

刀 = U 一 W

根据R a y le ig h
一

R it z 法
〔’“、‘3 〕,

系统在稳定平衡时
,

其总势能为最小
,

即

占H 一 0

因为U 和W 中均包含参数f
3

和f
4 ,

于是上式又可写成

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )
n”

一一

了里
一 ‘
」子
日一口

八U

一一

了
‘一r了口口

于是将得到关于参数f
3

和f
‘

的线性代数方程组
.

从而可以确定两个独立的未知参数f
3和f

‘ .

现

在分下面几种情形来讨论
.

(A )均布载荷 q 。分布在整个板面上 (图 1 )
.

今将挠度函数 (2
.

14 ) 代入 (3
.

1) 和 (3
.

2 ) 进行积分之后
,

可得

U = 乙 C ‘F ‘ (i= z
,

2
,

3
,

4 )

W 二 C oF 。

(3
.

6 )

(3
.

7 )

其中
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F
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(刀
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井)j
3 + (二一 2 , ‘

4

c
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,

C
Z
一

省(艺)
‘·“

)
C

3
一 , 乙D

(艺)
2

(艺)
’·“ )

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

将 (3
.

6) 和 (3
.

7) 代入 (3
.

3) 并由 (3
.

5) 对两个参数f
3

和 f
‘

进行变分
,

即可求得几

和 f
‘.

从而可完全确定挠度函数 ( 2
.

1 4 )
.

对于方 板的情形
,

计算稍为简化
.

因为这时b二 a ,

若取拼~ 0
.

3
,

则由 (2
.

1 2) 可得

刀
,
= 一 4

.

2 4 1 1 6
,

刀
2 = 0

.

2 7 4 8 9 ( 3
.

1 0 )

F
:

= 1
_

8 9 7 9 1 f毛
.

F
Z
= o

.

4 6 2 7 8f三一 o一9 3 4 2 j
3

f
‘

!
F

,
~ 一 0

.

5 7 3 7 5 f l十 o
.

0 8 8 6 9 f
3

f
4 、

互
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·

3 2 2 ”g f三 }
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6
二 一 2

.

4 18 1 4f
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.

1 4 1 5 9 f
、

~ ~ D 兀 4 ~
_ _

D 汀今

C
、

一C
,

二 丫
‘

气
.

C
。

一 0 6丫
‘

气
2 以‘

’ “ 一 ‘ 一

Z a ‘

( 3
.

1 1 )

( 3
.

1 2 )

C ‘
二 0

.

7
D 兀今

Z a 名
’ C

。
= 0

.

3 1 8 3 1 q oa 2 }
将 (3

.

n ) 和 (3
.

1 2) 代入 (3
.

6) 和 (3
.

7)
,

再 由 (3
.

5 ) 对两个参数f
3

和 f
‘

进行变分
,

可得到关于参数 f
3
和f

、

的两个代数方程的方程组
:

resesL

一一

勺lee
, 11

�

了J
�

f
‘

尸,leeL月lesesJ

「一 O

6 4 2 19

0 7 0 1 3 3

一 0

0

0 7 0 1 3 3

0 3 1 2 5 0

一 O

0

7 6 9 6 9

3 6 3 3 8 〕
g o a 4

D 汀4
( 3

.

1 3 )

由 匕面方程可解出

f
3
= 0

.

0 0 0 1 3 5 q 。a 4

/ D
,

f
、
二 0

.

1 1 9 6 so q o a 4

/ D

在自由边夕= 如勺中点B (二= a/ 2
,

夕一a)
,

其挠度由 (2
.

1 4) 给出
:

( 3
.

1 4 )

阴

一 (彗
, ·

)
一刀

1

,
3 + ,

;
一 ( 一 4

.

2 , 1 1 6 ) 。
.

0 0 0 13 5

丫
‘

+ 。
.

1 1 9 6 8。“

劣
‘
一。

.

1 19 1 1 “

右
‘

( 3
.

1 5 )

在角点A ( x = O
,

y二 a
或

% = a ,

g = a)
,

其挠度也由 (2
.

14 ) 给出
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功

一
‘O

, · , 一 f
、
一 0

.

1 1 9 6 8

丫
‘

(3
.

16 )

将这些结果
‘
百几

.

B
.

K a
二

。p o B 。 : f”所得的数值列表比较如下
:

表 1

卜介
.

一

蒸亡
一 :一兹

一

从表中可看出
:

这些结果
,

其间相差不大
,

但本文方法在实际计算中较为便利
.

同样
,

用上述类似的方法还计算了如下 (B )~ (G )的几种方板的情形
,

就是
:

(B )板在自由边夕二
a 的中点B (二 = a/ 2

,

梦= a) 有一个集中力尸作用而弯曲(见图 2 )
.

(c )板在中心 点 c (
二= 全

,

。一 彗、有一个集中力尸作用而弯曲 (见图 3 )
.

“
’ ‘ ’

一
’

一 ’ .
“ \ 2

’
以 2 / 曰

’

一
’

产 ‘ 一 ’
r

‘ ’ J ’. “

~ 一
、

/ ·一
-

一

(D )板在两角点A (二 = 0
,

梦二 。及%二 。 ,

, 二 。 )各有一个相等的集中力尸作用而弯曲 (见图 4 )
.

(E )板在自由边 g = a 的中点B 有一个集中力偶M
。

作用而弯曲 (见图 5 )
.

(F )板在中心点C有一个集中力偶M
。

作用而弯曲(见图 6 )
.

(G )板在两角点A各有一个相等的集中力偶M
。

作用而弯曲(见图 7 )
.

以上各情形的计算结果列于表2
.



形

0
.

1 1 9 1 1 9 。砂/ D

0
.

3 40 2 5P a 2

/D

0
.

0 97 3 2P a 2

/ D

0
.

6 30 6 1P u 2

/D

0
.

5 4 3 8 0M
o a
/ D

0
.

3 7 5 16M
o a
/ D

1
.

0 00 73M
o a
/ D

D
.

1 19 6 8 q oa ‘
/ D

0
.

3 1 53 1P a 2

/ D

0
.

0 9 4 97P a 2

/ D

0
.

6 8 6 6 gP a 2

/ D

0
.

4 8 4 8 1M
o a
/D

0
.

3 5 3 32M
o u
/ D

1
.

0 6 7 23M
o a
/ D

(A)
,

(B)
,

(C)(D)
一

些(F)一(G)

四
、

悬臂矩形板的稳定性问题

在研究悬臂矩形板的稳定性问题时
,

系统的总势能仍然是 (3
.

3) 式
,

但 其 中外力的势

能砰可分为两种形式
〔” ’,

若设只有沿夕轴方向的压力
,

则当

(i) 有均匀分布压力P时
:

W 一

; {{
,

(黔谕
。

(4
.

1 )

(i i) 有集中压力时
:

附一 ; !
”

(豁:
_ 。如 (4

.

2 )

其中雪系力的作用点沿
x 方向的坐标

.

上面的二重积分遍及板的中面
,

但另一 个单积分是

对y从 O到b积分
.

(4
.

1) 式是比较一般的
.

若将 (2
.

14 ) 代入 (4
.

1) 进行积分
,

则得

研一舌拯
2

筑厂
1

‘; 十青,
; + 厂粼刁 (4

.

3 )

其中

厂
,

豆 斑
十

一

;月
: 十

景
一

阶 ;

{ (4
.

4 )
厂

2
一

翔一晶八一鑫

若对于方板
,

则

厂
;
二 1

.

6 2 4 0 2
,

厂
:
二 一 0

.

7 4 0 5 7 (4
.

5 )

现在对几种方板情况下的临界力进行计算
.

(A ) 在自由边 夕二 a
边上有均匀分布的压力P (见图

竺 8 )

图 8
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将 (4
.

5) 代入 (4
.

3)
,

再将 (3
.

6) 和 (4
.

3) 代到 (3
.

5)
,

可得 到如下的关于参数 f
。和

f
;

的齐次线性代数方程组
:

「3
·

6‘“‘”K 一 ‘6
·

0“8 59户

L一 0
.

0 7 0 1 3 3K + 3
.

6 5魂6 0P

一 0
.

0 7 0 13 3K + 3
.

6 5 4 6 OP

0
.

0 3 1 2 5K 一 1
.

2 3 3 7 1P
(4

.

6 )
八讨

一一

飞J!tl厂
J
I
J

厂llL气!11.J

其中

K 二只
二 ‘

a 一

为求方程组的非零解
,

则必须上式的系数行列式为零
,

即得到板的稳定性方程
:

6
.

4 85 3 0P
2
一 4

.

4 8 1 6 8K 夕+ 0
.

1 0 8 9 0K
2
= 0 (4

.

7 )

由此
,

可求出它的最小的正实根

, m i。一 2
.

4 5 5 7 1

翠
于是最小的临界力就是

(,
。 ,

) m :。 一 2
.

45 5 7 1

翠 (4
.

8 )

同样
,

用上述类似的方法还计算了如下 (B ) 和 (C ) 两种方板情形的最小临界力
,

就

是
:

(B )板在 自由边 , 二 a的中点B (二二 a/ 2
,

, 二a) 有一个集中力尸作用而屈曲 (见图 9 )
。

(C )板在两角点 A (二 = o
,

夕= a 及 x = a ,

, 二 。 ) 各有一个相等的集中力尸作用而屈曲 (见

图1 0 )
。

图 9 图 10

以上各情形的计算结果列于表3
.

表 3

临 界 力
最 小 临 界 力

情 形

一

匕立巫三画应二口
{ (p

。 ·

)‘
。
“ 1

.

91 8 98D / a

{

图 号

8

(P
r

)二 in 二 1
.

1 9 12 7刀/
a

‘

、
声、.J护、、尹

ABC
了
‘、户
r、矛
f
、

五
、

悬臂矩形板的振动问题

在研究薄板的振动问题时
,

系统的总势能仍然是 ( 3
.

3 ) 式
,

但其中外力的势能应换成

系统的势能附
K :

吟一

合晋l)瞪丁
“、

(5
.

1)
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其中下和g 分别为板材料的比重和重力加速度
.

今取

切 (x
,

g
,

t)二叨 (% ,

梦)s in 口 t (5
.

2 )

其中。 为薄板自由振动的固有频率
,

t为时间
.

我们 以 (2
.

14 ) 表示上式中的 、 (二
,

y)
,

并取

应变势能 (3
.

1) 及系统动能 (5
.

1) 的 最 大 值
.

求 系统应变势能及动能的最大值
,

只要将

(5
.

2 )代入 (3
.

1 ) 及 (5
.

1 )
,

但最后令
s in o t= l

,

便得到U 及砰
K 的最大值

,

例如

3)4)的6)的7)8)9)
�勺一�户01只口
‘书J. :JLa口」‘、了全矛、了、、了t、了

.

‘Z、
、了.、了扭
、禅g

口
1

川 r 二二二 万

2 {{
。 2
‘X

,

“’““d ”

其中U m ax 在形式上和 (3
.

1) 式
一

样
。

在本节中我们略去了U 及班
K 的最大值的符号

“

m a x ” .

再将 (2
.

14 ) 的叨( “
,

妇代入上式
,

进行积分
,

得
:

1 协
厂 舒 , , .

矛 , , .

挤 , , 。

叭 一 二公
一

〔凡f互+ 凡f : + 凡jsf
4

〕

其中
,

、....,.1、了

!
‘

1
一

a0(
一

扭
+

扭
+

知刀
2 十

她
+

补
十

香)
;

:
一 。。

(道
一

凳
一

)
,

。
一2a
《可节

+ 鱼刀
, 十

一

最
一

口
2 十

券
一

)
如为方板

,

则

户
,
二 2

.

6 3 sz 9a 2 ,

户
2
= o

.

2 2 6 7 6 a“ ,

户
。二 一 1

.

0 63 0 8a “

将 ( 5
.

6 ) 代入 ( 5
.

4 )
,

再将 ( 3
.

6 ) 和 ( 5
.

4 ) 代人 ( 3
.

5 )
,

可得 到如下的关于参数 f
。

线性齐次代数方程组
:

八曰

一一

气.lesJ

.

产
. .

矛
夕

厂!,L, I..J6 42 1 9K 一 1
.

6 3 8 1 9 L

0 7 0 1 3 3K + 0
_

5 3 1 9 9 L

一 O 0 7 0 13 3K + 0
.

5 3 19 9L

0 3 12 5K 一 0 2 2 6 7 6L

no八U

一

r.l
toJ

其中

D
二护汀

L 二 丫人 矿扩

g

为求方程组 (5
.

7) 的非零解
,

则必须上式的系数行列式为零
,

即得频率方程式
:

0
.

0 8 s4 7L
2
一 o

.

8 0 2 4 7K L + 0
.

1 0 8 9 0K
2
= o

从中可求得其最小正实根

L m i。 = 0
.

1 3 7 7 9K

于是可求得薄板 自由振动的最小固有频率为
:

。m : n
一 。

.

3 7 12。

;丫畏
一 3

.

6 6 3 6 4

基
一

丫食
这个结果和〔1 8〕中只用了挠度函数 (2

.

14 ) 的一项二二 f
‘

(1 一 c os 二盯Zb) 的数值来比较
,

相差

不多
.

由上述的分析和实际计算以及结合上面几个表中列出的许多具体的数值例子 可看出
:

计算薄板的挠度
、

临界力和固有频率都比较简便
,

使用范围也比较广阔
.
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结 论

1
,

我们使用 R a yle ig h
~

Ri tz 程
、

分析了悬臂矩形板的弯曲
、

稳定和振动的问题
,

其中所

选的挠度函数范围较宽
,

它们事先不一定满足几何及内力边界条件
,

但使所选 的挠度函数的

系数之间有某些约束
,

以使全部儿何边界条件得到满足
,

再使其 一
部份内力边界条件也得到

满足
,

从而提高了计算精度和得到较好 的近似解
.

2
.

由于使挠度函数之间有某些约束
,

因此有些系数不是独立的
,

这样可以减少被变分

的系数的个数
,

从而使计算变得简单
.

3
.

研究和计算表明
:

挠度函数切 的项数取得愈多以及参预变分的系数愈多
,

则计算精

度也愈高
,

但这时计算变得很繁复
.

4
.

由对悬臂矩形板的弯曲
、

稳定和振动的许多数值算例可看出
:

用该法分析薄板的问

题时
,

计算较简洁
,

应用于 各种边值问题的范围比较广泛
,

从而扩大了 R a
尹

e ig h
一

Ri t z
法 的

使用界限
。
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