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摘 要

术文提出一 种在局部坐标系下构造有理插值曲面的方法
,

它可用来解决曲面的
“

大挠度
”

问

题
.

这种曲面逼近效果较佳
,

也便于讨论其性质
,

在几何外形设计
、

有限元分析及其它领域都有

实用意义
.

文中给出具体的构造实例
.

一
、

引 言

构作在一散乱空间点组上的插值曲面问题是几何外形设计中一个重要的研究课题
,

它在

有限元分析及其它领域都有实用意 义
.

常用的三角域上的插值方法首先对给定的(二
‘,

梦‘
, : ‘)

在 二 一

夕平面上进行三角网格化
,

然后在每个三角形上构作各种形式的插值曲面
,

曲面片之间

为光滑拼接
.

由于平面三角化网格是不唯一的
,

因而存在着优化问题
,

一般常用的是 m a
卜 m in

角标准方法
.

但现在的三角网格化都是在平面上进行的
,

不可避免的出现这种情况
:

平面
_

仁

某个三角形是
“

好
”

的
,

在空间却相当
“

坏
” ,

而空间上
“

好
”

的三角形在平面上却不那么
“

好
” ,

这类似于曲线的
“

大挠度
”

问题
,

我们称之为曲面的
“

大挠度
”

问题
.

这个问题已

引起人们的极大重视
,

并寻找解决的方法
,

但 目前它还没有得到完全解决
.

本文将从新的方

向
—

局部坐标系的方法试图解决这一问题
.

从微分几何知
,

一光滑曲面在其上某点处的近

似形状为该点处流动标架上的抛物型二次曲面
.

从这 一思想出发
,

在空间对所给点组 (x , ,

g ‘, 二‘) 进行三角网格化
,

在各空间三 角形上建立局部坐标系及相应的辅助局部坐标 系
,

在

各局部坐标系上构造分片有理插值曲面
,

相邻曲面片为 Cl 拼接
.

它 的特点是
:

(i) 直 接在

空间进行三角网格化
,

曲面形状较好
; (i i ) 可望较好的逼近效果

; (i ii ) 能解决曲面的
“

大

挠度
”

问题
,

便于研究曲面的性质
.

二
、

任意三角形上的C ‘

有理插值

首先介绍两种与局部有理插值有关的三角域上的插值曲面
.

文 献 〔1 〕介 绍 的 Br
o w n -

Li ttl
e 三角域方法是在标准三角形上考虑问题

,

需要对任意三角形进行映射 ; 文献仁2 」介绍

的任意三角形
_

匕有理插值的方法不需要对三角形进行映射
.

两种插值格式构作 Cl 连 续的曲

·

钱伟长推荐
.

本课题为教育委员会科学基金所资助的课题
.
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面都用到三角形边界上函数值与导数值
,

因此只要知道函数在三角形边界
_ _

巨的信 自
、 ,

就可用

任一种方法构作 Cl 插值曲面
.

三
、

空间三角网格化与局部坐标系

给定散乱点组(“
,

夕
‘, : ‘) i一 1

,

2
,

⋯
, 。

,

建立空间三角化网格相当于线性插 值
.

三 个 点

尸‘,

尸 , 和 尸
,

可以形成一空间三角形
.

这种三角化网格不是唯一的
,

可以将平面三角化的各

种方法推广到空间上来
,

但它不受平面上的一些限制
,

同时可考虑到网格的凸包性
.

假设已

作成了三角化网格 {△
,

}下
. 工,

并给出每个三角平面△
,

的向外法矢量万
‘,

然后用数值方法估计

每个顶点 p
‘
~ (x

‘ ,

夕, , z ‘)处的法矢 贡
‘.

例如可用所有以 尸
‘

为
一

顶 点的三角平而的法矢的加

权平均作为 夕
‘,

也可先用简单的插值曲面在 尸
。

处 的 法矢作为付
‘

,

或‘根据实际问题的需要

给出 付
‘.

在每个空间三角形△
,

上建立一个局部坐标系A
‘
~ 厂O

‘:

二
,

夕
,

月
,

△
‘

平面作为A
,

的二 一

夕面
,

万
‘

作为
z 轴方向

,

‘ 和夕

轴方向及 O 。如图 1 所示
.

图中 尸
‘
尸

。

为△
‘

的最长边
.

A
‘

可以近 似看作任
一

顶点

处曲面的流动标架
.

两相邻三角平面 △
‘

和 △ , 之间的 夹角

记为
a ‘, ,

假设 a , , 等 0
.

记△ ‘ 与△ , 的公共边为L
‘, ,

在A
‘

与

A , 之间建立辅助坐标系 B
‘, 二仁O

‘, : 二 ,

,
, z 〕

,

O
* , 在 L

‘, 的

中点处
,

岛 , 作 为 尽
, 的 x 轴

, z 轴向为 范‘/ }万
,

{+ 落,
/ }万

, !
.

由整体坐标系「O
: x

,

夕
,

月到第 i个局部坐标系 月
‘

仁O
‘:

x, 从司的变换为

{ x ‘,

v‘
, z ‘}= {工

,

,
, : }H

、
+ U ‘

其中{x
‘,

少
,

了 }表示点在 A
‘

下的坐标
,

扛
,

夕
,

扑表示点在整体坐标下的坐标
,

H
‘

为 旋 转 矩

阵
,

U ‘
为平移向量

.

由 B ‘, 到 A ‘的变换为
:

{x ‘ ,

梦‘
, z ‘}= {% ‘j ,

夕‘了
, z ‘J }H ; , + U : ,

四
、

局部坐标系下的C ‘
有理插值曲面

局部坐标下的相邻曲面片之间的光滑拼接是比较困难的事
.

定义在两相邻的△‘和△ , 上

的两块曲面一般并不连续
,

它们之间形成一条
“

沟
” ,

这是和整体坐标系的区别
.

根据第二

节介绍的两种三角域上的插值格式
,

在 月
‘

上只要知道了 △ ‘的边界信息
,

就可作出 Cl 有理

插值曲面
。

因此
,

构造局部有理 曲面分为两步
,

首先
‘,

填充
”

相邻 △
,

和 △ , 之间的
“

沟
” ,

这样就给出了 △
‘的边界信息

,

然后构作三角形上的插值曲面
,

使得整块曲面为 Cl 连续
.

为了使问题简单
,

只就两个局部坐标系的情况说明
,

其余相邻局部坐标系的情况类似处

理
.

A ‘局部坐标系与 A , 局部坐标系相邻
,

公共边为 岛
, ,

在 A ‘上构作一块有理 曲面 S
, .

S
; : : = a : (a x + 内 )+ 乙

a ‘, 二‘v , (二
,

夕)〔R , (4
.

1 )

‘+ 声‘ 8

S ; 过 岛 , 的两端点
,

且在两端点处法矢平行于预先给定的法矢
.

a 和 刀是这样选择的
:
如果



局部坐标下的有理插值曲面 Cl

乙
‘, 为 A ‘的 夕轴则取 a 二 o

,

刀二 1 ; 否则 a = 1, 刀一 0
.

在 A ,

5
2 : z = b z (a x + 刀。) + 乙 b

‘, x ‘, , (二
,

夕)〔R
:

4 8 7

匕构作另一 块 有 理 曲 面 5
2 ,

( 4
.

2 )
诬+ j ‘ 3

5
2

过 么 , 的两端点
,

且在两端点处法矢平行于预先给定的法矢
.

如果 L
, ,
为 A , 的 夕轴 则取

a = 0
,

刀二 1 否贝IJa “ 1
,

刀= 0
.

S
:

与 S
:

在 B ‘, 局部坐标系的 x
一 2 面上 Cl 拼接

,

这样
,

就 在每个相邻局部坐标系 之 间

的
“

沟
”

上都
“

填充
”

了两块 c
,

拼接的有理 曲面
,

相应地在每个△
‘

的 边 界 上给出了曲面

信息
.

应用第二节给出的三角形上的插值格式
,

就作出了e 连续的局部有 理插值曲面
.

首先证明一个定理
.

定理 两个三次曲面 F
,
(二

,

g
,

z) 二 0 和 F
Z
(二

,

刀
,

z) = 0 分别定义在 , > 0
,

, < o 的 域内
,

在
x 轴上有两点 姓二 (, , ,

0
,

o )和 B = (二
, ,

o
,

o )
,

F
:

与 F
Z

分别过 月 和 B
,

且 在 月
,

B 处 的

法矢平行于预先给定的法矢 N , 和 N
。 .

、.......、/已..,.产F
;
(x

,

,
, : )= 乙

a ‘, , x ‘, 了之. = o

‘+ 夕+ 告( 3

(4
.

3 )
F

Z

(x
,

夕
, 2 )== 艺 b , , * 二‘夕, : 介== 0

‘+ j + 合 ( 3

那么 F
,

与 F
Z

在 夕二O 上 C
‘

拼接时
,

须满足如下八个约束
:

a 。。 。

= 只b
。 。 。 .

a , , n

二几b
, 1 。 .

a : 。 ,

= 凡b
, n , a , 。 ,

= 只b
, 。 、 、

a 。1 2
== 几b

。一2 , a 1 1 1
= 只b

l , l , a o o Z
= 久b

。。: , a o ll
= 之b

o l l ’

其中 之为不等于零的常数
。

证明 F
;

与 F
:

在 梦== O 上 C0 拼接时须满足
:

a 。 。 n

= 之b
o n n .

a 。 。。

== 只b
n n 。 .

a , 。,

== 只b
l 。 , .

a , 。 :

= 只b
。 。 , 、

a 。。 。

= 又b
, 。。 .

a 。 。,

== 几b
。 。 , .

a , 。。

= 只b
, 。。 .

a , 。 ,

== 只b
, 。 ,

卜

a o o ,
== 久b

o o , , a 。。o = 几b
。。。

F
,
二 O 与 F

Z
= O 在 , = O 上 C ‘拼接时须满足

:

r 日F
,

口F
,

aF
,

、
.

f日F
。

口F
,

口F
。

飞

t a%
’

a夕
’

口z J , · 。
’ ‘

t 口劣
’

ag
’

口z ) , · 。

(4
.

4 )

(4
‘

5 )

(4
二

6 )

、

L
‘

J
,人O

‘.人.1,人O

,

O
寸

O,几
.

月�( 4
.

6 )相当于
: a Z ; 。= 2 1 0 一 (I 0 1 2

==
只b。1 :

, a rl :
=

( 4
.

7 )

‘

白
甲口

,

流,几

口x 里。
=

a 。。,
== 久bo o , ,

口。孟。=

在 A
,

B 两点处 F :
与 F :

分别插值且

了丝
,

丝
全

L 口x
’

日g

aF aF了刃立 型鱼
t 口x

’

口y

,

尝}
, 一二 、

)
,

鲁
、一 x 。

!
( 4

.

8 )

.

大,几
一一一一

劣X

��

、LrJ、‘r,7一之早一之a1一。a1一a

必即丛即
甲一X罕一X创一a创一口r、

、rJ、
.

-,

一一一一AB夕夕

应用( 4
.

8) 可以证明 ( 4
.

5) 和 ( 4
.

7) 中只有如下八个方程是独立的
.

Q o o s ==

C o lZ ==

从而定理得证
。

几6。。3
, “2 ! 。一几6 2 1。, “1 0 2一又6

1 0 2 , “2 0 1
一又6 2 0 1

下
几b

。1 2 , a川二几b川
, a o。: = 几b

。o : , a o l x = 之b o l :
( 4

.

9 )

这个定理的意义在于它告诉我们形如 F : 与 F : 的曲面在 y二 。上 Cl 拼接时的条件数
.

下
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面仍只就两个相邻局部坐标系之间的
“

沟
”

进行
“

填充
” .

对于旋转矩阵及点的表示在不致

混淆的情况下采用简单的表示
.

设 A
,

为第一个局部坐标系
,

A
:

为第二个局部坐标系
,

△
,

与△
:

的公共边为L
: 2

,

乙
: :

的

两端点为 A 和 B
,

法矢为 厅
,

和 反
,

,

相应的有 B
, ,

局部坐标系
.

由 B
; :

到 A
、

的变换为
:

{x
, ,

夕, , 二 ‘

}= 笼二
‘2

,

刀‘2
,

z , 2

}H {
2 + U 1

2
( t

.

10 )

由 B
; :

到 A
:

的变换为
:

厂

{戈
2

,

v Z
,

z ,

}二 {戈
‘2 ,

夕, 2 , z ‘2

卜H I
: + U 圣

2
(4

,

1 1 )

不失
·

般性设L
; 2

为刀
1

的 夕轴
,

在且
,

下作有理曲面S
, :

“ = a “夕+ 乙
a ‘, x ‘夕j (,

,

夕)〔R
,

(4
.

1 2 )
‘+ J

一

3

设 L
, :

不为 月
:

的 , 轴
,

在 A
:

下作有理曲面 又
:

: = b: x + 乙 b
‘, 、‘夕j (x

,

y )〔R
Z

(4
.

23 )
书+ j 3

S
,

与 5
2

分别过 A 点和B 点
, _

巨在二点处的法矢平行于

预先给定的法矢
.

因 此
,

S
,

与 5
2

的系数中各只有五个

是独立的
,

写为
一

般式
:

之

D一

,卜!

!
专月
一

毛一

图 2

a = a , a ‘了= a * , (a
,

t ,
,

tZ
,

t3
,

t4 )

(4 1 4 )
b = b

,

b ‘, = b
‘s(b

, u : , :‘2 , u 3 , 。‘ ) ‘+ j( 3 }
其中

a ,

t‘
,

b
, u ‘

为待定参数
.

在 A
工

坐标系下 月
,

B 处法矢记 为 万
, 和 N

。 ,

乙
了
1
:

坐 标 系 下 记 为 叮
,

和 叮 , .

那 末

S
,

在 A 和 B 处法矢一般为
:

(夕
, a一 z )冲

A ,

(夕
, a 一 1 )贡

,
(理

.

2 5 )

考虑到 且
:

局部坐标系的构造
,

假设在 月
:

下 二 ,
= o

,

因此 S
:

在 A 和 B 处 的 法 矢 为
:

一厉
, ,

(二 , b一 1 )厉, (4
.

1 6 )

在 B
; 2

局部坐标系下 S
;

在 A 和 B 处法矢为
:

元
,
= (夕

, a一 1 )付
,
(H }

2
)全

,

元
B = (夕

。a 一 1 )斤
。
(万 ;

2
) T (4

.

1 7 )

在 B
, 2

局部坐标系下 5
2

在 A 和 B 处法矢为
:

雳二= 一厉
,
(万雯

2
)

, ,

元石~ (二
,
石一 1 )厉 : (H 受

:
), (;

.

1 5 )

在 B
, :

局部坐标系下要求
:

兀
,
= 久K 二

,

代。= 又瓦监 (4
.

1 9 )

其中 几为待定常数
.

(4
.

1 9) 相当于两个标量方程
,

经适当指定 几
,

就可解出 a 和 b
,

在指 定

几时要使解出的
。和 b 在△

,

内不会使(叩一 l) 二 o
,

在 △:
内不会使(b

x 一 l) 二。
.

这种限制是

为了三角形上的插值
,

通过求解一不等式组这一要求就可满足
,

还可通过调整顶点法矢满足

这一要求
.

将 S
;

和 S
:

经变换(4
.

1 0 )和 (4
.

2 1 )变到 B
I :

坐标系下的 S r和 S 犷
,

乙
a , , 。x ‘夕j z , = o

侈+ 丁+ 舌 万3

(4
.

2 0 )

兄 b
‘, * 二‘夕‘: “= o

户r‘1‘夕2

SS

弃+ j + 毋
、

3



局部坐标下的有理插值曲面 Cl

其中 u ‘, 、二 a , j、(t
, ,

tZ t 3
,

t,
)

,

b
, j、二 b

‘j、(u
l , u Z , 。3

,

u 4
)

根据定理
, .

了r和 S 梦在 几
:

的 , 一 。而上 C
l

拼接时要满足 (4
.

4 )的八个方程
,

从 而 可以

求出全部 t‘和 u ‘.

5
:

的 x 和
一

f夕取值范围为将 B
工:

的 二
一 z 面 牡J S

,

的截 线 在 及
;

的芳 , 面的投

影与 L
, 2

所围成的区域 R
,

,

S
:

的 二 和 刀取值范围为将 B
, 2

的 二 一 : 而 与 5
2

的截线在 A
:

的二
一

夕

面的投影与 L
, :

所围成的区域 R
Z 。

在每个相邻局部坐标系之间的
“

沟
”

匕都
“

填充
”

两块 Cl 拼 接 的有理曲面
,

然后在每

个△
‘

上运用第二节给出的插值格式构作 Cl 连续的有理曲面
,

称这种方法 为
“

填 充 镶 嵌
”

法
。

至此
,

我们已构作出局部坐标下的 Cl 有理插值曲而
,

它可用来解决曲面 的
“

大挠度
”

问题
,

有较好的逼近效果
.

在实用上有以下两点
:

(l) 当空间三角网格化时出现四点共面的情况
,

要采用特殊处理方法
,

如布尔和形式的

有理曲面 C
’ .

(2) 若在网格边界上对 曲面有要求
,

因为采用的是 Cl 有 理插值
,

只要将边界条件加入

即可
,

若对边界无限制
,

则可取简单的形式以便于求解
.

五
、

例 子

此例只说明如何在两个相邻局部坐标系之间的
“

沟
”

上
“

填充
”

两块有理曲面
,

并未涉

及如何在三角域上
“

镶嵌
”

有理曲面
.

给定空间单位球上 四 个 点
,
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如图 3 作成空间三角化网格
,

A
,

B 和 C 形为 刀
,

局部坐标系的 , 一 y 面
,

形成 A
:

局部坐标系的 x
一

夕面
,

在整体坐标系 下
,
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,

y 轴向和 : 轴向可相应地定出
.

应用前文所介绍的方法
,

在 A
,

和 A
Z

下分别作出两块有

理曲面 S
、

和 S
: ,

它们在 几
:

的 , 二 O 面上 Cl 拼 接
.
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其中 R
,

为由直线 x 二 O 和下列曲线所围区域
:
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其中 R :
为由直线 x = O 和下列曲线所 围区域

:
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一 0
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0 7 3 6 5夕3 + 0
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可以验证 5
1

与 S
:

是 Cl 拼接的
,

且在 △A B C 和 △ B CD 内有意义
.

以曲面上的点到原

点的距离与 1 作比较
,

误差不超过 3 肠
,

仅管只取了四个点
,

可以看出逼近效果不错
.

木文曾得到蔡青副教授和科学院计算中
沪

合孙家祀老师的帮助
,

作者表示感谢
.

参 考 文 献

〔1 〕 Ba r n h ill
,

R o b e r t
,

R e p r e s e n ta t io n a n d a p p r o x im a tio n o f s u r fa ee ,

M
a 才入e o a t￡e a l S o f亡

-

二 a re ,

!
,

J
.

R
.

R iee E d
. ,

A e a d e m ie Pr e s s ,

N e w Y o rk (19 7 7 )
,

6 9一 12 0
.

[ 2 〕 W a n g
,

C
.

Y
. ,

C , ra tio n a l in te r p o la t io n o v e r a n a rb是t r a ry tr ia n g le ,

CA D
.

5
,

1 (1 9 8 3 )
.

[ 3 1 B a r n hill
,

R
.

E
. ,

S m o o th io te r p o la t io n o v e r tr ia n g le s ,

CA G D (19 7 4 )
,

4 5
.

〔4 〕 L e w is
,

B
.

A
.

a n d J
.

5
.

R o b in s o n ,

T r是a n g u la t io n o f p la n a r r e g io n s w ith a p p lie a tio n ,

T h e C o o P“te r J洲 r”a l
,

2 1
,

4 (19 7 5 )
,

3 2 4 一 3 3 2
.

[ 5 1 孙家袒
,

《样条函数与计算几何》
,

科学出版社 (19 3 2 )
.

C 1 R a tio n a l In te rpo la tin g Su rfa e e u n de r Lo e a l

C o o rdin a te System s

Jia n g Sho u 一 sh a n
Y a n g P e n g 一

ji

(N o r才h一砂
e s t P o l夕te e h n fe a I U 。‘v e rs ft夕

,

X ‘
’ a 。)

Ab , tra e t

A m e th o d o f eo n t ru e t i刀 9 r a t io n a 1 in te r p o la ti n g su r fa e e u n d e r lo e a 1 e o o rd in a t e s ys te m s

1 5 p re s e n t e d
,

w hie h e a n b e u se d to s o lv e th e “

la r g e t o rs io n p ro b le m
,, o f s u rfa e e s

.

T hi,

k in d o f s u r fa ee h a s b e tt e r a p Pr o x i皿a t in g e ffe e t a 幻d it s p r o Pe r tie s e a n b e e a s ily d is
-

e u ss e d
, 5 0 it h a s p ra e tie a l a p p lie a t io n s n o t o n ly in CA D b u t a ls o in fin ite e le m e n t

a n a ly s is a n d o th e r fie ld s
.

A n e x a m Ple 15 g iv e n in th e p a Pe r
.


