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摘 要

本文提出了一种求解非线性振动系统主振型的新方法
,

将求解非线性系统主振型 的 问题化为

求解一 系列代数方程组的问题
.

该方法适用于各种多自由度非线性振动 系 统
,

计算比较简单
.

文

中还给出了一种判定非线性系统主振型稳定性的方法
.

一
、

引 言

与线性振动系统类似
,

非线性振动系统中也存若
一

主振型
.

利用主振型可将多自由度非线

性系统解韬
,

得到主振动方程
,

解之可得系统的主振动解
.

以非线性系统稳定的主振动解为

摄动的出发点
,

可得相邻非线性系统的拟主振动解
,

就象通常对线性系统的主振动解摄动求

解拟线性系统那样
.

此外
,

非线性系统在主共振时是近似按主振型振动的
,

这一点在工程实

际中有着特别重要的意义
.

与线性系统相比
,

非线性系统主振型的性质要复杂得多
.

线性系统的主振型都是稳定的

(证明见后 )
,

非线性系统的主振型却常常不稳定 ; 线性系统独立主振型的数目不超过系统的

自由度数
,

而某些非线性系统独立主振型的数目却大大超过 系统的自由度数
; 线性系统独立

的主振型之间是正交的
,

非线性系统独立的主振型之间贝lJ通常不存在正交关系
; 最后

,

利用

线性系统的主振型可得到系统振动的通解
,

但 由于非线性系统中叠加原理不成立
,

则不能利

用非线性系统的主振型得到系统振动的通解
.

自六十年代以来
,

国外学者对非线性系统的主振型进行了大 量 的 研 究
,

部分成果见文

献 [l ~ 6 〕
.

所用的主要方法是 R os e n b e r g 提出的几何方法 〔“〕.

该方法将求解非线性系统主振

型的问题化为求解具有已知度量的曲面测地线的问题
,

比较直观
,

尤其适合于定性分析
.

但

该方法只适用于保守系统
,

且定量计算比较麻烦
.

本文提出了一种求解非线性振动系统主振型的新方法
,

将求解非线性系统主振型的问题

化为求解
一 系列代数方程组的问题

.

该方法适用于各种多自由度非线性振动系统
,

计算比较

简单
.

文中还给出了一种判定非线性系统主振型稳定性的方法
,
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二
、

一种求解主振型的新方法

考虑
n
自由度非线性振动系统

戈
‘+ j

‘
(二

, ,

二: ,

⋯
, 二, ;交, ,

父2 ,

⋯
,

戈
。 ; t)= o (‘= 1

,

2
,

⋯
, n ) (2

.

1 )

x ‘为广义坐标
,

原点选在静平衡位置
;
f
‘

为x ‘
,

交。
,

才的连续函数
,

可展成、‘,

戈
,

,

t的T a y lo r

级数
。

系统的主振型由如下一组单值函数

义‘= 沪, (舀) (f= 1
,

2
,

⋯
, n ) (2

.

2 )

给出
.

省为非线性系统的主坐标 ; 切‘

为占的连续函数
,

可展成占的 T a y lo r级数
,

且满足

沪‘(0 ) = 0 (i= 1
,

2
,

⋯
, n ) (2

.

3 )

将主振型关系代入 (2
.

1) 式
,

得

叫 (占)参+ 叫 (占)云
2 + f

‘〔中
,
(动

,

甲:
(妇

,

⋯
,

甲。
(豹 ;
叫 (占)看

,

叫 (占)看
,

⋯
,

中二(占)乙
; t〕== o (i= 1

,

2
,

⋯川 (2
.

4 )

可导出主振型函数切
‘满足的如下关系式

(甲f中了一甲犷甲竺龙
2
+ 中ff

‘一 切犷f
,
= o (i= 2

,

3
,

⋯
, n ) (2

.

5 )

取主坐标占= 二 , ,

上式化为

尹性
2 + f

‘
一钾犷f

;
= o (i= 2

,

3
,

⋯
, n ) (2

.

6 )

设主振型函数为如下形式的幂级数

甲: (占)= c ‘,

君+ c ‘2舀
2
+ c ‘。雪s + ⋯ (i二 一

,

2
,

⋯
, n ) (2

.

7 )

代入 (2
.

5) 或 (2
.

6) 式
,

并把几按占
,

麦
,

t展开
,

将等号左端按 占
,

羞
,

才及其乘积的幂次排

列
,

令每一项的系数等于零
,

得到一组关于主振型系数
c , , 的代数方程组

,

其实 数解便给出

系统的主振型
.

当系统具有线性主振型

切‘(雪)= c ‘占 (i= 1
,

2
,

⋯
, n ) (2

.

8 )

时
,

问题则大为简化
.

将线性主振型关系代入 (2
.

1) 式
,

得
c ‘

聋+ f
‘

(c
l

雪
, c Z占

,

⋯
,

e
,

占; c
l

叁
, e Z

乙
,

⋯
, 。二

麦
; t)一 。 (‘= 1

,

2
,

⋯
, 。 ) (2

.

9 )

可导出主振型系数
c ‘满足的如下关系式

c ;

f
‘一 c ‘

f
,
一 0 (i= 2

,

3
,

⋯
, n ) (2

.

xo )

把八按雪
,

乙
,

t展开
,

将等号左端按 占
,

看
,

t 及其乘积的幂次排列
,

令每一项的系数等于零
,

得到一组关于
c ‘的代数方程组

,

其实数解便给出系统的线性主振型
.

这样
,

求解非线性系统主振型的问题就化为求解主振型系数的代数方程组问题
.

该方法

几乎不受什么限制
,

适用于各种非线性振动系统—
保守系统

、

自治系统
、

非自治系统
; 弱

非线性系统
、

强非线性系统 ; 两自由度系统
、

多自由度系统 , 等等
.

计算也比较简单
.

求得系统 (2
.

1) 的一个主振型之后
,

可将系统解祸
,

得到主振动方程

参+ f
;

〔占
,

甲2 (雪)
,

⋯
,

切
n

(舀) ;
叁

,

甲f(舀)云
,

⋯
,

中匕(舀)睿
; t〕= o (2

.

1 1 )

式中已取 省二二
; .

上式是一单自由度方程
,

存在多种有效的方法用来研究其周期 的 和非周期

的响应
.

解得主坐标雪一刽t)
,

代回主振型关系
,

便得到系统的主振动解
.

求得系统的, 个主振型
,

便可得到系统的m 个主振动解
.
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三
、

主振型的稳定性判定

设已得到系统 (2
.

1) 的一个主振型
.

给 n 维位形空间中的主振动轨道如下形式的扰动

二‘= 切‘
(二

l
) + a ‘ ({a

‘

}《 1
,

葱= 2
,

3
,

⋯
, 。 ) (3

.

1 )

可得变分方程组

改 : +

鑫晶
,
了
‘

〔

一
‘一 ,

,

一
‘一 , ;父1 ,

·“一 ,

一
切“一 , 兑

1 ; 才〕一

+

鑫
。

呈
,
“「

一
‘一 ,

,

一
‘一 , ;‘

1 ,

·“一 ,戈
1 ,

一 , “一 , 戈
1 ; r〕“, 一”

(i一 2
,

3
,

⋯
, n ) (3

.

2 )

对于线性主振型
,

上式化为

改‘十

鑫
。

显
,
“‘、 , e : x , ,

⋯
, c , % : ; 戈

l , c Z云 , ,

⋯
, c 。云 ; ; t )a ,

+

鑫
。
皇

,
了“·

1 , ·2·工 ,

一
二1 ,

一“1 ,

一
三1 ; 才,“, 一 “

(i一 2
,

3
,

⋯
, n ) (3

.

3 )

主振型稳定的充分必要条件是 (3
.

2) 或 (3
.

3) 式的所有解都有界
.

运用以上方法判定主振型的稳定性时通常需要将变分方程组解藕
.

对于两自由度系统
,

变分方程组本身只有一个单 自由度方程
,

因此
,

用本方法判定两 自由度非线性系统主振型的

稳定性是非常方便的
.

当主振型稳定时
,

对非线性系统的主振动解运用摄动法可求得相邻非线性系统的拟主振

动解
.

常用的求解多自由度拟线性系统的各种摄动方法便是其特例
.

最后
,

对于线性系统我们证明如下的

定理飞 线性振动系统的所有主振型都是稳定的
.

证明 线性振动系统只具有线性主振型
.

其变分方程组系含
。一 1个未知函数的

。一 1个二

阶常系数线性齐次常微分方程组
,

由原自由振动系统去掉第一 个 广 义 坐标而构成
,

其解有

界
。

证毕
.

四
、

保守系统的主振型

1
.

齐次非线性系统的主振型

考虑
n 自由度 P 阶齐次非线性系统

n “父
‘+ k

‘: x 犷+ 乙 左‘, (“‘一 “, )
,
一 0 (￡一 1

,

2
,

⋯
, n )

夕一 1

j 斗 ‘

(4
.

1 )

p 为正奇数
.

当P一 1时
,

便得到对应的线性系统
.

将主振型关系 (2
.

8 ) 代入 (4
.

1) 式
,

得主振型系数方程组
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一
J ,

?

〕
椒 1

一{
“

1 1·: 十 “
工J (
一

。J
)

,

」
! ! : 石

一
。

陈乙川

l
“““ , + 乙“

! , (“
‘

( 1 2 )
、.了

八
lJO白

一

·

卜了砚、

其实数解便给出系统 (4
.

1) 侧J」
二

振型
.

不难证明
,

对于线性系统
,

主振型系故方程组给出与现有口线性振动理 :仑完全相同的结

果
.

囚此
,

在线性系统中两种求解主振型阴方法是等价的
.

求得系统 (1
.

1) 的主振型之后
,

刊用主振型 可将系统解招
,

得到主振动方程

,了‘1 一 套+ 〔
“

1 1·f+

笼
“

IJ‘

一
,
’

(4
.

3 )户
采用谐波平衡法

,

求得其近似的周期解

雪= a e o s口 t

式中

(4
.

4 )

户! !
乙

, .

气1少十 1 ) ! :

九
, , c 犷

一

卜又 几 J(c
,
一 c J )

p

〔了p

夕了了IC I
(4

.

5 )

系统的主振动解为

x ‘= e ‘a e o s口 t (i = 1
,

2
,

⋯
, ”)

求得系统的 仇个主振型
,

便可得到系统的 。个主振动解
.

(4
.

6 )

2
.

非齐次非线性系统的主振型

考虑
n 白由度非齐次非线性系统

m ‘

父
‘+ 乙「

“
‘: , · , +

烈
“

! J ,
(

一
,

,

」
一”

(i= 1
,

2
,

⋯
, ”) (4

.

7 )

称系统

。‘

父。十花“
, ; { + 乙 “

J,
(二

‘
一 x J

), 一 o (‘一 1
,

2
,

⋯
, , ; ;少二 1

,

2
,

⋯
,

N )

) 一 1

j 一 落

为系统 。
.

7) 列 力 阶齐次派生系统
.

将主振型关系 (2
.

8) 代入 (4
.

7) 式
,

得主振型系数方程组

(4
.

8 )

卜
‘; ·“+

愈
“
‘, ,
‘

一
,

,

〕
m l

一L
“

1 1 , ·犷 “
‘, ,

(。
1

一
, )

,

」
优‘。‘一 。

甲一十

(滋一 2
,

3
,

⋯
, n ;夕~ 1

,

2
,

⋯
,

N ) (4
.

9 )

其实数解便给出系统 (4
.

7) 的主振型
.

定理2 非齐次非线性系统的线性主振型包含在其任意
一

个齐次派生系统的主振型之中
.

证明 非齐次非线性系统的主振型系数方程组由其各阶齐次派生系统的主振型系数方程

组联 初佰成
,

囚此
,

非齐次系统的主振型系故方程组的解必为其任意
一

个齐次派生系统的主

振型系效方程组阴解
。

吐毕
.
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由定理 2 可得如下两个推论
:

推论 1 非齐次非线性系统具有线性主振型的充分必要条件是其所 有 齐次派生系统具有

公共的主振型
.

推论 2 可线性化系统的线性主振型包含在对应的线性系统的主振型之中
.

求得系统 (4
.

7) 的主振型之后
,

利用主振型可将系统解棍
,

得到主振动方程

, , : ;。 1

套+ 乏
_

[、
, : , 。

n

犷+

袄
“

IJ ,
‘

一
,

,

」
“

, 一 o
(:1 1 0 )

护~ 1
‘

当系统 l]j 弹性恢复力对称于原点时
.

户 取正奇数
.

采用谐波平衡法
,

可得近似的周期解

占
:二 a e o so t (4

.

1 1 )

式中

P ! !

(夕+ 1 ) ! {

k
, , , c 盆+ 乙 k

; J ,
(c

;
一 c j )

,

7 阵 2

阴IC I

a , 一 1

(4
.

12 )l
习

系统的主振动解为

% ‘
一 c ‘a e o s . t (仁 1

,

2
,

⋯
, ”)

求得系统的 。 个主振型
,

便可得到系统的 、 个主振动解
.

(4
.

1 3 )

五
、

自治系统的主振型

考虑 ” 自由度 自治系统

笼
‘十 f

‘
(二

1 , 、 2 ,

⋯
, 二。 ; 抢 , ,

戈
2 ,

⋯
,

戈
,

)一 。 (‘一 1
,

2
,

⋯
, 。 ) (5

.

1 )

f
‘

为
x ‘,

才、的连续函数
,

可展成、‘
,

戈
,

的 T a y lor 级数
.

称系统

笼
‘+ j

,
(二

, ,

, 2 ,

⋯
, 二 , ; o

,

o
,

⋯
,

o)一 。 (‘一 z
,

2
,

⋯
, n ) (5

.

2 )

为其对应的保守系统
.

将主振型关系 (2
.

8) 代入 (5 1) 式
,

可得主振型系数方程组
,

其实数 解 便 给 出系统

(5
.

1) 的主振型
.

定理 3 自治系统的线性主振型包含在其对应的保守系统的线性主振型之中
.

证明 自治系统的主振型系数方程组中包含着其对应的保守系统的主振型系数方程组
,

因此
,

自治系统的主振型系数方程组的解必为其对应的保守系统的主振型系数方程组的解
.

证毕
.

求得系统 (5
.

1) 的主振型之后
,

利用主振型可将系统解棍
,

得到主振动方程
c ,

璧+ f
l
(c l

占
, c Z

占
,

⋯
, e ,

省; e ,

看
, c Z

乙
,

⋯
, c n

乙)一。 (5
.

3 )

解得主坐标 占一占(t)
,

代 回主振型关系
,

便得到系统的主振动解

劣‘一 c ‘占(t ) (泣= l
,

2
,

⋯
, n ) (5

.

4 )

六
、

作自治系统的主振型

考虑
n 自由度非自治系统 (2

.

1 )
.

称系统

父
‘+ f

‘
(x

, , , : ,

⋯
, 二 二 ; 戈
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⋯
,

戈
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,

2
,

⋯
, n

(6
.

1 )
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为其对应的自治系统
.

将主振型关系 (2
.

8) 代入 (2
.

1) 式
,

可得主振型 系 数 方 程组
,

其实数解便给出系统

(2
.

1) 的主振型
.

定理 4 非自治系统的线性主振型包含在其对应的自治系统的线性主振型之中
.

证明 非自治系统的主振型系数方程组中包含着其对应的自治系统的主 振 型 系 数方程

组
,

因此
,

非自治系统的主振型系数方程组的解必为其对应的自治系统的主振型系数方程组

的解
.

证毕
.

七
、

算 例

例1 求两自由度非线性系统

m 戈
,
+ 5寿戈 r+ 九(二

,
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)。= o
,

。无
:
一壳(二

,
一二:

) 3 + sk二君= o

的主振型并判定其稳定性
.

解 统系的主振型系数方程为

se , e里一 e ,
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“
一 c Z
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,
一几 )
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解得四个主振型
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价
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6 18 0 3 4

主振动方程为

m c
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宣
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;
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;
. , 一 c

互
含 , )

“

〕君君= o
(s= 1

,

2
,

3
,

4 )

主振动解为

x
;

, 、

~ c

;
口) a s e o s。

。

t (‘= 1
,

2 ; : 二 1
,

2
,

3
,

4 )

式中

。 :
一 ,

.

。3 6 4 9 2

丫
。 3
一 。

.

, 2 2 4 9。

丫

/ 左
。 :

= 2
·

3 9 3 6 35 V 而
a Z ,

/ k
口‘
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对于充分小的赵
,

第
一 、

三主振型是稳定的
.
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本文提 出 f 种求解非线性振动系统主振型 的新方法
,

适用于各种多目由度非线性振动

系统
.

文中还提出丁 种判定非线性系统主振型稳定性的方法
.

计算实例表明
,

用本文的方

法求解非线性系统的主振型井判定稳定性是方便 可行的
.
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