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摘 要

本文根据最小余能原理建立了弹性梁最优强度设计问题的数学形式
,

它为一个具有 等 式和不

等式约束的泛函极值问题
.

进而应用拉格朗 日乘子法得到了极值的必要条件
,

并由此导 出 最优解

所必须满足的一组关系式
,

这组关系式可以用来检验等强度设计或任一可行弹性设计的最优性
。

当

等强度设计不是最优设计时文中还建议了一个迭代寻优的数值解法
.

一
、

问题的提出

近二十年来许多作者研究了弹性梁或柱的各种优化设计问题
,

诸如最小挠度设计
,

最大

刚度设计
,

最大临界载荷设计以及最大基频设计等
.

然而讨论弹性梁强度设计的文章并不多

见
.

对大量工程问题而言
,

不考虑梁的强度问题是不实际的
.

为此
,

在本文中我们将考虑静

不定梁在任意的分布力
,

集中力或集中力偶作用下的强度设计问题
·

讨论中假设截面性质由

一个可变参数决定
.

属于这一类型的截面形式有宽度固定
,

高度沿梁轴线可变的矩形截面 ;

馨高和翼宽不变
,

上下翼板厚度沿梁轴线可变的理想工字梁截面 ; 半径沿梁轴线可变的圆形

截面等
.

以又 表沿梁轴线的坐标
,

M (牙)表 梁的极限弹性矩分布
.

由截面性质为单参数决定

的假定可知
,

给出一个极限弹性矩分布
,

就有相应的截面形式分布
,

因而得到了一个梁的设

计方案
,

这样我们可以称一个给定的M (到为一个设计
.

给定设计M (牙)
,

设梁在外载作用下相应的弯矩分布为示 (牙)
,

则为使 M (牙)是弹性设计

意义下的一个可行设计
,

如下不等式在梁的任一截面 交处必须满足
:

M (又)》 !示 (又)l (1
.

1 )

我们假定对所讨论的梁而言弯曲应力是主要的
,

由横向剪力产生的剪应力是小的
.

为此

在本文中对剪应力不作逐点检验
,

而用以下整体性约束条件来保证梁有承受剪力的能力

M (又)> M m (1
.

2 )

式中M m 是事先规定的最小容许极限弹性矩
,

它的取值大小由使梁能承受 问题所需的足够大

的剪力而定
。

以夕(丽)
,

币(厕)分别表示极限弯矩为厕处梁截面的弯曲刚度和单位长的价值
,

并假定

它们具有形式

. 本文受国家教育委员会科技资金资助
.
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那么梁的总价值为
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S 一 a M 夕

币一 丫M
J

(1
.

3 )

(1
.

4 )

歹一

!
‘

。‘风“交
(1

.

5 )

积分展布在整个梁长 1
.

于是弹性梁的最优设计问题表述为求满足约束 (1
.

1) 和 (1
.

2 )井使 目

标函 数(l
.

5 )取最小值的设计M (交)
.

若取 币为单位长梁 的 重 量 万
,

则
_

L述问题构成求最小

重量的弹性设计
.

对于几种常见截面形式
,

取加一万
,

其 a
,

刀
,

?和 d 的值列于 表 1
.

表中E

为材料的弹性模量
,

a 为最大容许弯曲正应力
,

B 为梁宽
,

H 为梁高
,

p 为材料重度
.

表 1 几种截面的弯曲刚度和单位长重量与极限弹性矩的关系

截 面 形 式 a

等宽变高的矩形截面 衬旦 E B 一
含。

一
鳌

2

下

心 6 p 刀香 。一

含

可变翼厚的理想工字形截面 萝H

艺a

2p

万a

爹 截 面 吧)气
一
‘ } ; (16二 ,

一

圣。a 一
号

最近本文作者们应用最小余能原理提出了对静不定梁进行等强度 设 计 的 解析法和数值

法‘”
, 〔2 ’.

由于缺乏形为 (1
.

5) 式 的 目标函数
,

因此不能保 证等强度设计是最优设计
.

事实

上
,

进一步的研究表明在许多情形下等强度设计并非最小总价值设计
.

在下文中我们首先仍

基于最小余能原理来得到梁的弹性最优设计问题的数学形式
,

并用变分方法得到了最优设计

解应满足的必要条件 ;
这些必要条件可用来检验等强度设计 (或任一可行设计) 的最优性

;

当等强度设计不是最优设计时
,

提出了一个寻求最优设计的迭代解法
.

二
、

最优弹性设计的必要条件

我们将以一次静不定梁为例来建立最优弹性设计问题的数学形式并导出最优解所需满足

的必要条件
.

对梁而言
,

如适当选取多余力 (或多余力矩)甭
,

则 满 足平衡方程的梁内弯矩

分布可以表为反的函数

示 (交)一厂(交)
·

雳+ 口(又) (2
.

1 )

式中F (又)
,

G (交)是具有分段表达式的函数
,

只决定于梁上的外载荷和梁的支承条件
,

因而

是设计的已知函数
.

应用最小余能原理容易得到多余力R应满足的一个积分方程(参见〔2」)
:

r 示 a厉
,

_

J
: 一
、
丽

“‘ - (2
.

2 )

将(2
.

1) 代入上式得

I
:

一

丢厂‘” + ‘’““一” (2
.

3 )

为便于推导和进行数值计算
,

我们将采用无量纲形式的物理量
.

以梁 长 l
,

特征 力 P,

特征弯矩尸I和R
。

分别对轴向坐标又
,

力
,

弯矩和 R 进行无量纲化
,

即令二一又/l
,

M 一M /Pl
,

m 一 示/ Pl
,

M m 二厕
m
/ Pl

,

R 一左/ R
。

(当R 为力时取R
。
一 p

,

当R 为力矩时取R
。
一 p l)

; 相应地
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_ 一 二 / 了 尸了、 ~ 二 一
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_
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_ _ ,

_
.

_ 、
_

‘

二
_

~ _
、 . ,

. ,

_
、 、 ,

。 二
,

~

取 F 一 F / 《认
‘

、
,

G 一 G / 尸l; 并令无量纲的弯曲刚度
,

价值函数和总价值分别为S 一 S / S
。 ,

举
- 一

/ 、 R
。

刃 - 一“
‘ , / ’ 丫 “ 目

“
f “ 曰 “

”四
r J 灿

汉
,

ljI “田 肚 .l~ “ IjI “刀 /J “
“ -

一
‘ 一 。 ,

中= 币/甲
。 ,

少一少 / 中
。
I

,

其中S
。
一 a (P I)夕

,

毋。= 护(P I)
‘; 则对方程 (1

.

1 )
,

(1
.

2 )
,

(1
.

5 )
,

(2
.

1 )

和 (2
.

3 )而言只要去掉物理量上的
“

一
”

就为对应的无量纲形式
,

而方程(1
.

3 )和(1
.

4) 简化为

S = M
刀

(2
.

4 )

和 甲 = M
d

(2
.

5 )

采用无量纲形式后弹性优化问题
一

可写为如下的数学形式
:

求M (
二
)

,

使最小化

并满足约束

少 一

{
‘ , (M , d

“

(F R 十‘)
“

( M
艺

M
m
( M

!
:

扮
(““+ ‘’“% 一 O

为避免使用绝对值
,

我们用(2
.

7) 式代替形为(1
.

1 )的约束
.

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

6 )~ (2
.

9 )为具有不等式约束

的优化问题
,

可以用变分法进行研究
.

关于变分法的
一 般原理可参阅有关著作 如 〔3〕

,

关于

不等式约束的处理可参阅 [ 4 〕的第一章
.

对不等式约束(2
.

7 )和 (2
.

8) 分别引入非负的松弛函数 Y (劝和 Z (劝使之转化成等式约束

(F R + G )
“十 Y一 M

“
一 O (2

.

1 0 )

和 M
m + Z 一 M 一 o (2

.

11 )

应用拉格朗 日乘子法可形成如下拉格朗日函数

f (
, , 二 、

1 。
,

。
, 飞

.

。
、

.

, , ,

。 n
.

。
、 。 二 二

儿一J
‘

飞钾L工Vj , 十 # s 厂 ‘厂 八 + 行 , 十 几以厂 式 + 行 )
“

+ r 一批
“

」

+ ·
(M

。 + : 一M )}
d /

(2
.

1 2 )

式中月
,

之一又(劝
, : 一 : (劝分别为相应于约束 (2

.

9 )
,

(2
.

10 )和 (2
.

1 1 )的拉格朗日乘子
.

将拉

格朗日函数L 对 召
,

几和 : 进行变分给出约束方程 (2
.

9 )一 (2
.

1 1 ); L 对 R
,

M
,

y 和 Z的变分

给出了如下一组极值的必要条件

{
,

「
2

训FR
十 G 卜 。

们、一“

、 /
一。

冬洒FR 十‘卜 2几M

一
0

(2
.

13 )

(2
.

1 4 )

几二 O

元乒O

丁一 O

了》O

当 y > O

当 犷一 O

当 Z > 0

当 Z 一 O

} (2
.

1 5 )

} (2
.

1 6 )

设M (劝是
一

个满足约束(2
.

9 )一 (2
.

1 1) 的可行解
,

且满足极值必要条件(2
.

1 3 )~ (2
.

1 6 )
,

则梁长 l可以分为三部分之和l一 1
1 + 1

2
十 1

3 ,

使得在l
,

上有M 一 IF R 十 G I
,

在1
2

上有M 一 M
m ,

在 1
3

上有M > !F R 十 G }和M > M
m .

用约束 (2
.

10 )
,

(2
.

1 1 )和条件 (2
.

1 4 )一 (2
.

1 6) 可以得到

极值解在各部分梁上应满足的关系式
,

它们可列成表2
.

在梁的1
3

部分将几一
: 一 。代入(2

.

1 4 )

得

* /
一。

;洒FR
十 ‘卜 。
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将 (2
.

4 )和 (2
.

5 )代入上式并解出M可以得到最优设计M在梁的 1
3

部分所应有的表达式为

见表 2 )
:

(亦

、 一、
。
·

「侄
。F (F * + G )〕

““ (二。‘
3

)
(2

.

17 )

显然根据 l, 的定义如下不等式应成立

M
。> }F R + G } 和 M

3

> M
m

(x 〔1
3
)

此外多余力R 和乘子 拼还必须使约束 (2
.

9 )和极值条件(2
.

1 3 )得以满足
.

表 2 最优解 (或极值解) 应满足的关系式

一
_

、汰
_ G _

〕

一
_

森

⋯二
表 2 中的极值关系式可以用来检验任一满足约束的可行设计的最优性

,

并以此为依据建

立寻找最优解的迭代方法
.

三
、

求最优设计的迭代方法

1
.

检验等强度设计的最优性

设M (劝为梁的等强度设计
,

R 为与M相应的多余力
,

显见梁 l仅有 l
,

和 l
:

两部分组成
.

将表 2 中几的关系式代入极值方程 (2
.

1 3) 得到

上
1

叔
, ,
一。

知
(FR

+ ‘)扭FR
+ ‘ ,“ +

吹f dx -

利用(2
.

4 )和 (2
.

5 )式对上式进行简化运算
,

并解得拼的显式表达式为

。一

叹
, 一

F

跳ax/ (可
: :

一

f “一
I

: 一

争
·

) (3
.

1 )

将S的表达式(2
.

4 )
,

等强度解M (劝和R 代入上式右端
,

积分后可算得相应的拼值
,

表 2 可算得 人和
T ,

若下述两不等式

1 「
,

S
产 。

,

。 。
.

。
、

飞_ _ , 、 , .

_ , 、

“一 2
扮L诃一

拼
一

淤F (F R + G) 」》
” (当‘日

1

)

进而根据

(3
.

2 )

S
产 一 一 _ ~

、 _ _ , 、 , .

_ , 、

仁训 一拼 5
2

一

14 (厂允 + 行 )穿。 叉兰 %七落2 ) (3
.

3 )

成立
,

则可断言等强度设计 M (x) 满足所有的约束方程和极值必要条件
,

因而是一个可能的

最优设计
.

当几在 l
:

部分或
: 在 l

:

部分不全取非负值时
,

等强度设计不满足极值条件
.

在此

情形下可用如下方法求问题的最优解
。

2
.

迭代法求最优设计

在由等强度解所算得的拉格朗日乘子 几和
: 不全满足非负条件(3

.

2 )和 (3
.

3 )式时
,

由前
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节的论证知等强度设计不可能是最优设计
,

或者说对问题的最优解而言
,

梁内必定有既非满

应力又不取最小允许极限弹性矩M
m 的部分存在

,

即最优梁的 I
:

部分非空
.

数 学上很明显
,

梁内不满足极值条件 (3
.

2 )和 (3
.

3) 的部分在寻求最优解的下一步迭代中应作为I
。

考虑
,

而梁

的其余部分仍应按求等强度设计方式处理
.

这样从 几和
: 的 计算结果出发可以得到一个改进

设计M
‘”

,

其方法如下
:

以月
‘’表等强度梁内使 几和

: 取负值的部分
,

按 上述 分析和前节论

证
,

在梁的月
‘’
部份M

( ‘’的表达式应由(2
.

1 7 )给出
,

而在梁的其余部分M
‘” 应取内弯矩的绝

对值和M
m
中的较大者

,

因而它又可分为由内弯矩决定的月”和等于M
m 的月”两部分

.

此外为

保证在迭代过程中所得的每一中间设计都是满足约束的可行设计
,

在月
‘’
部分还应将由(2

.

1 7 )

式算得的弯矩值与内弯矩的绝对值和M m 作比较
,

取最大者为 M “ ’
.

上述思想用数学公式表

达为

}F R “ ’+ G

M
二

(二〔If
‘)

(, 〔l盗‘’
(3

.

4 )
m 二{〔g

oF (FR (‘) + G )〕
, “

,

!F R ‘) + G ,
,

M m

} ‘
%〔“

‘)

r...少、....t

一一XM

上式中R(
‘’是与M “’(x) 相应的多余 力

,

应指出的是R ‘”的值以及 Il<
‘’和 月

‘’的划分是通过将

(3
.

4 )表出的M “ ’
(x) 代入(2

.

4 )和(2
.

9) 并对 (2
.

9 )进行数值求解得到
.

至此
,

我们从等强度设计出发得到第一次迭代解 M
‘”(幻 和 R “ ’

,

以后的迭代基本重复

上述过程
:

将M “ ) ,

R “’代入(3
.

1 )~ (3
.

3 )得到新的拼“
, ,

几‘”和 : ‘” ; 使 几(, ’, : ‘” 取负值的

部分应计入 月
“,
中

,

但由于对应设计 M
(” 梁 现在划分为三个部分

,

所以在 l羞
“,
中还应包括

在月
‘,
中M

‘”(劝 的值由表达式(2
.

1 7 )决定的部分
.

这样我们建立了下一个迭代解 M
‘“,

(x) 的

表达式
,

它有(3
.

4 )的形式
,

只须将所有的上标
“

1
”

换成
“

2
”

并将 拼换成阿
‘, .

应用 M
‘2 ,

(劝的

表达式对(2
.

的进行数值求解
,

可得第二次迭代解M
‘“,

(劝
,

R(
“, 以及关联的lf

Z ,和 月
2 , .

如此

迭代循环
,

当R ‘” , 、R 关 ,

川助、召
关收敛时可保证M

‘’‘,
(劝收敛

,

且其收敛解 M气x) 满足所有

约束和极值必要条件
,

因而是一个可能的最优设计
.

四
、

算 例

在按前节建立的方法进行迭代求解时我们将采用离散化的 数 值 解 法
,

即将梁等分为N

段
,

把一 维连续变量 二 的已知或未知函 数 F (川
,

‘(x)
,

M (x)
,

s( 幻
,

叫劝
,

创x)
,

议x)

等用在分点上的函数值代替
; 迭代中所有的积分用被积函数在分点上的值通过数值积分法得

到 , 连续变量 二 的极值关系式(3
.

幻和 (3
.

3 )用分点上的极值关系式近似
.

在N 充分大时离散

化引起的误差可以忽略
.

在下面的例子中所有物理量都已经过无量纲化后用无量纲值表出
.

所举两例均在IBM 尸C微机上用FO R T R A N 语言计算
,

计算时间分别是 1 分 10 秒和 45 分25

秒
。

例 1 长 l一 1 的外伸连续梁受集中力尸一 1 和线性

分布载荷

q (二)一 3 x 0
.

5 一 ,
(二一 0

.

2 ) (x 》0
.

2 )

的作用
.

梁的受载情况
,

约束反力和几何尺寸见图 1
.

采

用固定宽度
,

可变高度的矩形截面
,

取最小容许极限弹

性矩M 二一 0
.

01
,

取价值函数为单位长梁的重 量
.

由 表

尸尸 / / ///

/// /
飞飞

⋯⋯乍 个
’

或
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1 知 刀一 1
.

5
,

d 一 0
.

5
,

梁内弯矩为
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