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摘要: � 在 Corkburn和 Shu新近发展的求解对流扩散方程的局部化间断 Galerkin方法的基础上,

针对有弥散和吸附的径向渗流问题中出现的推广的对流扩散方程的形式, 构造了一种计算有弥散

和吸附的径向渗流问题的局部化间断 Galerkin有限元方法,为径向渗流问题的求解提供了一个高

阶的新方法�� 对对流_弥散和对流_弥散_吸附两种情况进行了数值实验, 所得结果的相应部分与已

知的一些精确解结果和数值结果是一致的, 表明方法是可靠的�� 从计算速度上看,方法也是可行的

��
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引 � � 言

表面活性剂在地层中损耗的速度和量,是判断化学驱油经济上是否可行的重要依据之一��

造成溶质损耗的原因有: 化学吸附、沉淀、扩散到盲孔中的量等�� 因此,研究溶质在多孔介质中

的弥散和吸附输运过程, 就有较大的理论和实际意义�� 其中, 研究化学剂的二维输运问题,对

矿场化学驱油工程有重要的应用价值�� 本文作者之一在[ 1]中应用差分方法给出了有弥散和

吸附的径向渗流的数值模拟�� 最近, Corkburn和 Shu
[2]
发展了一种求解对流扩散方程的局部

化间断 Galerkin方法,这是一种高阶方法,显示了良好的性能�� 本文中,我们发展这种局部化

间断 Galerkin方法来求解有弥散和吸附的径向渗流问题,结合在时间离散上采用高阶的 TVD

Runge_Kutta方法
[3]

, 给出了一个求解径向渗流问题的高阶方法�� 用本文方法对对流_弥散和

对流_弥散_吸附两种情况进行了数值实验, 所得结果的相应部分与已知的一些精确解结果和

数值结果是一致的, 表明方法是可靠的�� 从计算速度上看, 本文方法也是可行的��

1 � 径向输运数学模型

化学溶液在多孔介质中流动时,将在介质中同时产生弥散和吸附现象�� 假设流体和岩石
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不可压缩,只在流动方向存在弥散,则溶质浓度所满足的数学模型由质量守恒方程即推广的扩

散方程和化学吸附方程构成[ 4, 5]�� 质量守恒方程为

� � 1
r
�
�r r�D �C�r -

1
r
�
� r ( r�v�C ) =

�C
� t +

1- �
�
�r
�Cr

�t , (1)

其中, C( r , t ) 为溶质浓度(mg/mL) ; Cr ( r , t ) 为多孔介质表面吸附的溶质量(mg/ g) ; D = D�+

�v 为水动力弥系数(m2/ s) ; D�为分子扩散系数(m2/ s) ; v 为溶液真实速度(m/ s) ; �为弥散度

(m) ; �为孔隙度(分数) ; �r 为介质颗粒密度(g/ mm)��

化学吸附方程为 Langmuir动力吸附公式:

�
dCr

dt
= k1 1-

Cr

C
*
r

- k2
Cr

C
*
r

, (2)

其中, k 1为吸附速度常数(mL / g� s) ; k2为解吸速度常数(mg/g � s) ; C
*
r 为介质表面最大平衡

吸附量(mg/ g)��

径向渗流时的初值边界条件为

� � C( r , 0) = Cr( r , 0) = 0, (3)

� � C( rw, t ) = C0, (4)

� � �C� r ( re , t ) = 0, (5)

其中, rw 为井半径(m) ; re 为单井控制面积半径(m) ; C 0为注入溶液的浓度��

一般分子扩散系数远小于机械弥散系数,因而

� � D � �v = �
Q

2�hr�, (6)

其中, Q 为注入井中化学溶液的流量( m3/ s); h 为地层厚度( m)��

将(6)式中的 D 代入(1)式后,式(1)~ (5)可写成下述无因次形式

� � ND
1
�r
�2�C
��r 2

-
1
�r
��C
��r =

��C
��t + NA

��Cr

� �t , (7)

� �
��Cr

��t = N q( 1- �Cr) �C - NqN k�Cr , (8)

� � �C ( �r , 0) = �Cr( �r , 0) = 0, (9)

� � �C (1, �t ) = 1, (10)

� � ��C��r ( �re , �t ) = 0, (11)

其中 � � �C =
C
C0

, �Cr =
Cr

C
*
r

, �r =
r
rw

, �r e =
r e

rw
,

� � �t =
Qt

2�hr 2w�
, ND =

�
rw

, NA =
1 - �
�
�r

C
*
r

C0
,

� � N q =
2�hr 2w�k1

Q
�

C0

C
*
r

; N k =
k2

k 1C0
��

为简单起见,略去上面各公式中符号上的� - �标记, 并记 F ( C, Cr ) = - (N q(1 - Cr ) C -

N qN kCr) , 将(7)式写成

� � r
�C
� t +

�C
� r - ND

�2C
� r2

= rNAF ( C, Cr ) ,

即
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� � r� tC + � r ( C - ND� rC) = rNAF ( C, Cr ) , (12)

而(8)式为

� � � tCr = N q(1 - Cr) C - N qNkCr�� (13)

2 � 数 值方 法

2. 1 � 方程(12)的离散

首先考虑方程(12)的求解�� 采用文献[2]中的局部化间断 Galerkin方法, 但[2]中的方法

是对下面形式的方程

� � � tu + �x (f ( u) - a ( u)�xu) = 0, � � ( t , x ) � (0, T ) � (0, 1) (14)

给出的�� 这里 a( u) � 0�� 方程(14)与方程(12)是有差别的�� 因此,要求解方程(12), 需要采

用新形式的方法,下面给出求解方程(12)的局部化间断 Galerkin方法��

引入新变量 q = ND� rC, 将(12)改写为下面两式

� � r� tC + � r ( C - NDq ) = rNAF ( C, Cr) , (15)

� � q - ND� rC = 0�� (16)

设 r � [ 1, R] , 将[ 1, R] 等距划分为 N 个区间,分点为 r j+ 1/ 2
N
j = 0, 记 I j = ( r j- 1/ 2, rj+ 1/ 2) ,

�r = rj+ 1/ 2- r j- 1/ 2, j = 1, �, N�� 又记

� � Vh = V
k
h � v � L

1
(1, R ) : v | I

j
� P

k
( Ij ) , j = 1, �, N ,

其中 P
k
( I )表示在区间 I 中次数不大于 k的多项式空间,对应空间变量精度为 k+ 1阶的方法��

局部化间断Galerkin方法是寻找逼近解 Ch ( r, t ) , qh( r , t ) ,使得 �vh( r ) � P
k
( I j ) , �wh ( r ) �

P
k
( Ij ) , �j = 1, �, N , 有

� � �I
j

r� tChvhdr = �I
j

( Ch - NDqh )� rvhdr -

� � � � ( Ĉh ) j+ 1/ 2- ND ( qh )
-
j+ 1/ 2 ( vh)

-
j+ 1/ 2+ ( Ĉh ) j- 1/ 2- ND ( qh )

-
j- 1/ 2 ( vh )

-
j- 1/ 2 -

� � � ��I
j

rNAN q (1 - (Cr) h ) Ch - N k ( Cr) h vhdr , (17)

� � �I
j

qhwhdr = - ND�I
j

Ch� rwhdr + ND ( Ch)
+
j+ 1/ 2( wh )

-
j+ 1/ 2-

� � � � � � � ND ( Ch )
+
j- 1/ 2( wh)

+
j- 1/ 2�� (18)

其中 f̂ 表示单调数值流函数, (�)-
j+ 1/ 2 表示函数在 r j+ 1/ 2 处的左极限, (�)+

j- 1/ 2 表示函数在 r j- 1/ 2

处的右极限��

具体计算时,可取Legendre多项式 P l 作为 Vh 的局部基函数�� 则对 r � I j , 有

� � Ch ( r, t ) = �
k

l= 0
C

l
j �l ( r ) , (19)

� � qh( r , t ) = �
k

l= 0
q

l
j �l ( r ) , (20)

� � ( Cr ) h( r , t ) = �
k

l= 0
( Cr)

l
j �l ( r ) , (21)

这里 �l ( r ) = Pl (2( r - r j ) / �rj ) , l = 0, 1, �, k�� 将 r 在 I j 表示成r j + �1( r) ,则(17)、(18) 可

写成下面的公式: � � � j = 1, �, N , l = 1, �, k ,
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� � �I
j

( r j + �1( r ) )� t �
k

p = 0

C
p
j ( t ) �p ( r ) �l ( r )dr =

� � � ��I
j

�
k

p = 0
C

p
j �p( r ) - ND �

k

p= 0
q

p
j �p( r ) � r�l ( r )dr -

� � � � ( Ĉh ) j+ 1/ 2- ND ( qh )
-
j+ 1/ 2 ( �l ( r ) )

-
j+ 1/ 2+

� � � � ( Ĉh ) j- 1/ 2- ND ( qh )
-
j- 1/ 2 ( �l ( r ) )

+
j- 1/ 2-

� � � � NAN q�I
j

( r j + �1( r ) ) 1 - �
k

p= 0
( Cr)

p
j �p ( r ) �

k

p = 0
C

p
j �p( r ) -

� � � � N k �
k

p= 0

( Cr )
p
j �p ( r ) �l ( r) dr , (22)

� � �I
j

�
k

p= 0
q

p
j �p( r ) �l ( r )dr = - ND�I

j

�
k

p = 0
C

p
j �p( r ) � r�l ( r )dr +

� � � � ND ( Ch)
+
j+ 1/ 2( �l ( r) )

-
j+ 1/ 2- ND ( Ch)

+
j- 1/ 2( �l ( r) )

+
j- 1/ 2�� (23)

注意到 ( �l ( r ) )
-
j+ 1/ 2 = 1, ( �l ( r) )

+
j- 1/ 2 = (- 1)

l
, 利用 Legendre多项式的正交性质, 并计

算出( 22)、(23)式中出现的多个 Legendre多项式的乘积在 I j 上的积分值, 对每个 j ( j = 1, �,

N ) , 可得到一个( k + 1) � ( k + 1) 的关于变量为 � tC
l
j ( t )

k
l = 0的线性方程组,当取 k = 1或 k

= 2时,这个方程组是二阶或三阶的,很容易求解�� 解出这个方程组,可得出 k + 1个表达式:

� � � tC
l
j ( t ) = L l ( Ch ) � � ( l = 0, 1, �, k )�� (24)

接下来对每个 j ( j = 1, �, N ) , 使用[3]中的高阶 TVD Runge_Kutta方法对(24)的 k + 1个

表达式进行时间变量离散�� 例如, 对方程

� � � tC = L ( C) ,

假设时间步长为 �t , 二阶离散公式为

� � C
p

= C
n
+ �tL ( C

n
) ,

� � C
n+ 1

=
1
2 C

n
+

1
2 C

p
+

1
2 �tL( C

p
)��

三阶离散公式为

� � C
p1

= C
n
+ �tL ( C

n
) ,

� � C
p2

=
3
4 C

n
+

1
4 C

p1
+

1
4 �tL ( C

p1
) ,

� � C
n+ 1

=
1
3

C
n
+

2
3

C
p2

+
2
3
�tL ( C

p2
)��

这样就可以完成方程(12)的求解��

2. 2 � 方程(13)的离散

也采用局部化间断 Galerkin方法, �j = 1, �, N , l = 1, �, k , 方程(13)的弱形式可离散

为:

� � �I
j

� t �
k

p= 0
( Cr)

p
j ( t ) �p( r ) �l ( r )dr =

� � � � N q�I
j

1- �
k

p = 0

( Cr )
p
j �p ( r ) �

k

p= 0

C
p
j �p ( r ) -

� � � � N k �
k

p= 0

( Cr )
p
j �p ( r ) �l ( r) dr , (25)
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同方程(12)的求解一样,对每个 j ( j = 1, �, N ) ,可得到一个关于变量为 � t ( Cr )
l
j ( t )

k
l = 0的

( k + 1) � ( k + 1) 线性方程组�� 接下来的求解也同求解方程(12)一样进行��

2. 3 � 计算步骤

1) 由初始条件和边界条件(9)、(10)可得:除 C
0
1(0) = 1之外,对所有 j = 1, �, N ; l = 0,

�, k , 有

� � C
l
j (0) = (Cr)

l
j (0) = 0, (26)

2) 使用 2. 1节的方法求出 C
l
j ( t

1
) ( j = 1, �, N ; l = 0, �, k ) ,这里 t

1
= �t��

3) 将 C
l
j ( t

1
) ( j = 1, �, N ; l = 0, �, k) 代入(25)式,使用2. 2节的方法求出( Cr )

l
j ( t

1
) ( j =

1, �, N ; l = 0, �, k )��

再把 C
l
j ( t

1
) , ( Cr)

l
j ( t

1
) 作为初始条件,重复 2)、3)两步�� 该过程可循环重复计算到指定的

时间��

3 � 数值实验情况

计算两种情况: ( � ) 对流 � 弥散情形: 取ND = 1, NA = 0; ( �) 对流 � 弥散 � 吸附情形:

ND = 1, NA = 1, N k = 0. 1, N q = 0. 1�� 按本文方法进行浓度计算�� 几个时刻浓度分布结果如

图1(a)所示��

定义 �C = 0. 01为化学溶液的前沿浓度,则情形(�)和(�)的前沿运动规律如图 1( b)所示��

� � � ( a) 几个时刻渗流浓度分布图 � � � � � � � � � ( b) 浓度前沿(�C= 0. 01)径向运动图

(� � � �  表示对流- 弥散结果; � ���表示对流- 弥散- 吸附结果)

图 � 1

图1是取 P
1
( I j ) 作为多项式空间的二阶方法的结果,这里的结果的相应部分与[5]中的

理论结果以及[ 1]中计算结果是吻合的,因而计算结果是可信的��

本文方法计算的时间步长由 ND (�t / �r
2
) � c确定,当 R = 50, �r = 50/ 160,取 P

1
( I j ) 作

为多项式空间的二阶方法时, 必须取 c � 0. 08计算�� 而取P
2
( I j ) 作为多项式空间的三阶方法

时, 必须取 c � 0. 013计算�� 在CPU为P4_1. 7G,配有内存为256兆的微机上计算, 计算到 �t =

1 000单位时,二阶方法取 c = 0. 08的计算时间为260 s ,三阶方法取 c = 0. 013的计算时间为

1 600 s�� 从计算时间上看是可以接受的, 因此方法是可行的��
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Local Discontinuous Galerkin Method for Radial

Porous Flow With Dispersion and Adsorption
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( 1. State Key Lobor ator y of Fir e Science ,

Un iv er sity of Sci ence and Technolog of China , Hefei 230026, P . R . China ;
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Abstract: Based on the local discontinuous Galerkin methods for time_dependent convection_diffusion

systems newly developed by Corkburn and Shu, according to the form of the generalized convection_

diffusion equations which model the radial porous flow with dispersion and adsorption, a local discon-

tinuous Galerkin method for radial porous flow with dispersion and adsorption was developed, a high

order accurary new scheme for radial porous flow is obtained. The presented method was applied to

the numerical tests of two cases of radial porous, i. e. the convection_dispersion flow and the convec-

tion_dispersion_adsorption flow, the corresponding parts of the numerical results are in good agreement

with the published solutions, so the presented method is reliable. Reckoning of the computational cost

also shows that the method is practicable.

Key words: dispersion; adsorption; radial porous flow; local discontinuous Galerkin method
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