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摘 要

木文用复分法讨论在四角点被支承的拒形板的纵横联合弯曲问题
.

文中也分别讨论了薄板的

横向弯曲和稳定性的问题
.

一
、

月lJ 吕

在四 角点被支承的矩形板的弯曲问题曾由 B
.

F
.

r a
脱 p K 二H

等人作过理论计算和实验

研究 〔‘一 ? ’,

但r a
脱 p : 。H 使用的挠度函数较复杂

〔’, “J,

其中以张福范
‘7 ’所得的结果较为精确

,

他使用的是迭加法
.

本文将用复分法分析 角点支承矩形板的纵横弯曲问题
,

选用的挠度函数简单
,

因为它们

只须要满足薄板的几何边界条件
,

若再使其满足一部分内力边界条件
,

则可提高 计 算 的 精

度
。

虽然挠度函数有三项
,

相应有三个参数
,

但我们仅按一个参数进行变分
,

从而所花费的

计算工作量较小
.

二
、

挠度函数的选取

设一矩形薄板
,

支承于四角点
,

四边 自由
,

如图 1 所示
.

我们的讨论仅限于对称弯曲
.

若板面受有均布横向载薄q0 和在两对对边上分别受有沿二和 , 方向的均布的纵向载薄P
:

和 P , ,

见图1
.

由于对称弯曲
,

今选取如下的挠度函数

冬
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其中
。和b分别为薄板沿二轴和夕轴方向边的长度

,

f
工

和了
2

分别为边长为b和。 边跨中央的挠度
,

而f
。

则表示板中心的挠度
,

它们都是待定的参数
。

可以看出
,

挠度函数(2
.

1) 满足问题的几何边界条件

。(o
,

o )二 o
,

w (
a ,

o )一 。
,

叨(o
,

b )二 o
,

。(
a ,

b )= o (2
.

2 )

如果采用 R a yle ig h
一

Ri tz 法‘” , ’2 ’分析问题
,

则挠度函数仅仅满足薄板的几何边界 条 件

(2
.

2 )就可以了
,

但如能满足一部或全部内力边界条件
,

则可提高计算的精确度
.

由于所有四条边界是自由的
,

如所讨论的是各向同性板
,

则应满足如下的内 力 边 界 条

件
:

对于 二一 O和 x 一 a
边

,

应有

会
十。

穿
一。

晶l会
+ (2 一。)

穿」
一。

(2
.

3 )

(2
.
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对于g 二 O和梦~ b边
,

应有

日2阴
.

日2叨

而
‘
十肠砂 “ 0 (2

.
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〔穿
+ (卜

; )
会]

一”
(2

.

6 )
日一句

其中(2
.

3 )和 (2
.

5) 式是边界上的弯矩为零的条件
,

而(2
.

4 )和 (2
.

6) 是边界上综合横向剪

力为零的条件
.

式中“为板材料的波桑比
。

如将(2
.

1) 式的挠度函 数 。 分别代入(2
.

3 )和 (2
.

5)
,

则可发现
:

若欲它满足这些公式
,

则分别要求系数 f
,

和八为零
,

这是不可能的
.

因此
,

在边界上弯矩为零的条件 (2
.

3 )和 (2
.

5)

是不能满足的
.

但它们都属于自然边界条件
,

通过变分它们各自均能近似地满足
‘’弓’.

今使全部四条边界上的综合横向剪力为零
,

即满足 条 件 (2
.

4 )和(2
.

6 )
.

现将 (2
.

1) 式的

挠度函数 叨 代入(2
.

4 )和 (2
.

6)
,

可以得到
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则(2
.

7 )式可写成

f
l
= 刀

,
f
。,

f
Z 二口

Z
f
。

其中刀
,和几都是常数

.

于是函数(2
.

1) 可表示如下

(2
.

9 )
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这样
,

(2
.

10 )的挠度函数 二 中只包含一个未知参数f
。 ,

并且它是独立的
.

同时这个挠度

函数除了满足几何边界条件(2
.

2) 之外
,

尚满足薄板周边综合横 向剪力为零的部分内力 边 界

条件(2
.

4 )和 (2
.

6 )
.

如应用R a y le ig h
一
R it z法

,

这样就可提高 I’ed 题计算的精度
.

如果薄板保正交各向异性板
,

则内力边界条件(2
.

4) 和(2
.

6) 应用下式来代替
‘8 ’

粼会
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0乡
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十
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二

口ree.L口即

其中各个符号也参见〔8 〕
.

三
、

薄板的纵横弯曲

设一矩形薄板
,

四角被支承
,

受力如图 l 所示 ; 并假定八和P , 小于临界力
,

这时整个系

统的形变势能是
‘“’

口2功

ax z )
‘
+

咪)
2
十 2。

金穿
十 2 (卜

。)(
一

森
一

仆、 (3
.

1)
Zt、
、

�lee.J

!
J

!
甘D 一2

�一
UI.中

其
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是板的弯曲刚废 ; E 和 h 分别为板材料的弹性模量和板厚
.

如果是正交各向异性板
,

则 ( 3
.

1) 式应以下式来代替
‘吕’

二一

;
一

班
。

;

冷)
“
十 D :

(穿
一

)
2
十 2D

I
的

会
一

穿
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一

)
“
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·

2 ,

式中各个符号也参见〔8 〕
。

外力的势能是
〔‘”’

ff
, , .

l ff「
_

/ 口功 \2
.

了口切 、2 1
,

W = l, g
。二 d x d g + 音 }1I p

,

(
.

姿
~ 一

) + p ,

l共苏
~ 一

) Id x d 夕
JJ

’ “ - - -

一
“

’

2 JJL了伙 a 义 ,
‘

厂 , 、 日y / 」一 ~ 一 口

以上各式中所有的二重积分均遍及板的中面
.

于是系统的总势能为

刀二 U 一邵

根据R a y le ig h
一

R it z法 “ ‘, ‘“’,

系统在稳定平衡时
,

其总势能为最小
,

即

占刀一 O

从而可确定唯一的未知参数 f
。.

将挠度( 2
.

10 )代入 ( 3
.

1) 和 ( 3
.

3 )
,

积分后可得

( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

U 一

音, :E F 。
“一‘

,

2
,

3
,

‘,
( 3

.
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。+ , ,F

, )
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.
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将(3
.

6 )和(3
.

7 )代入 (3
.

4 )
,

并由(3
.

5 )对f
。

进行变分
,

可得

F
二

J
。
= 二二

~

石
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一
扮

一

一
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二
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乙 户 ‘
一P

:

厂
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2
,
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.

1 0 )

这样板的挠度可由(2
.

1 0) 和 (3
.

1 0) 完全确定
.

若为一方板的情形
,

计算比较简单些
,

因为这时b = a,

口
;
= 夕

:
~ 夕二 一 2

.

12 0 6

由(3
.

8 )及 (3
.

的可求得各式的数值如下

F , 一 9 7
.

4 1D /
a
气 F

:
二F

3
一 5 7

,

5 1 6 1D /
a 名

F
‘
一 2 7

.

6 16 sD /
a Z ,
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.

2 9 4 so g oa 么

F e ~ F
,
一 1 1

.

3 3 4 70

将(3
.

1 1 )及(3
.

1 2 )代入(3
.

1 0 )可得

若取拼二 0
.

3
,

则由(2
.

5) 可得

(3
.

1 1)

} (3
.

1 2 )

f
。- 一

2
.

2 9 4 5 g o a 4

3 0 0
.

0 5 s5D 一 1 2
.

3 3 4 7(P
二

+ P ,
)
a Z (3

.

1 3 )

若给出P
,

和 P, ,

则可 由(2
.

10) 及 (3
.

1 3) 便得到关于支承于四 角点的方板在均布横向载荷

q 。及双向均匀压力联合作用下的纵横弯曲问题的解答

2
.

2 9 4 8 q o a 4
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该式表示板在横向力q 。

及双向纵向力P
:

和P ,
联合作用之下板的挠曲面方程

.

在上式中我们假定P
,

和P ,
为压力

,

如为拉力则应在P
二

和P, 前改为正号
.

若要求板中点‘答
,

粤、处的最大挠度
,

则由(3
.
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似 ~
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一
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~
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如果薄板在中心受一集中力尸及纵向力P
二

和P , 同时作用
,

则(3
.

9 )式的凡应换为

F
。
一P (刀

, + 刀
2 + 1 )

对于方板

凡 = 一 3
.

2 4 1 1 6P

将 (3
.

1 7 )代入(3
.

1 0 )
,

可得

(3
.
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.
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.
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.
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)
a z (3

.

1 8 )

若给出P
二

和 P
, ,

则可由(2
.

1 0) 和(3
.

1 8) 便得到支承于四角点的方板在中心受集中载荷及

双向均匀压力联合作用下的纵横弯曲问题的解答

3
_
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.
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该式表示了板在中心受横向集中力及纵向力P
二

和P
,

联合作用之下板的挠曲面方程
.

由上

式可求出板中心点(竺
,

炙、处的最大挠度
、 乙 乙 ,

切m a x

一

1 0
.

5 0 5 4 P a Z

3 0 0
.

0 5 8 5D 一 2 1
.

3 3 4 7(P
:

+ P ,
)
a Z (3

.
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如果没有纵向力 P
二

和P , ,

则得到板横向弯曲问题的解答
.

如果纵向力 P
:

和P
,

的大小没有限定
,

则由上式可令分母为零
,

便可求得临界力的大小
.

对于最后两种情形
,

我们以下将作数值计算
.

四
、

薄板的横向弯曲和稳定性

(A )薄板的横向弯曲

如果没有纵向力
,

就是横向弯曲的情形
.

当薄板只有横向的分布力时
,

只要在(3
.

13 )和

(3
.

1 4 )的分母中
,

令p
:

= p , 一 0
,

可得到

f
。
= 一 0

.

0 0 7 6 4 5 g oa 4

/ D (4 一 )

以及薄板在横向均匀分布载荷 q 。

作用之下挠曲面的方程
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二
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。大挠度是在板的中点(昔
,

劲处
,

其值为

山m ‘ x
= 0

.

0 2 4 7 9 q o a 4
/D (4

.

3 )

最大弯矩也在板的中点
,

其值为

M
m a x

一 0
.

1 1 0 0 g o a 2

(4
.

4 )

令将最大挠度及最大弯矩值和张福范
〔”

,

F a JI o p K o R ‘’ , “’所得的对应值列表比较如下
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本 文

最大挠度

了 q oa ‘

切. “ 气 刀

最 小 弯 矩

M . 。二
(q

o a Z
)

0
.

0 2 5 2 9 0
.

1 1 19

0
.

0 2 4 9 0 0
.

10 9 0

D
.

0 2 4 7 9 0
,

1 10 0

从上表中可看出用三种方法所得的结果其间相差不是很大
.

如果薄板在中心受集中力尸作用
,

那只要在 (3
.

1 5) 和 (3
.

1 9 )中令P
二

一P , 一 O
,

可得到

f
。
一 一 O

.

0 1 o s0P a Z

/ D (4
.

5 )

以及薄板在中心受集中力尸作用下挠曲面的方程

切 - 一 0
。1。8。

臀
口

一 2
.

1 2 0 6 s‘n
万g

十 si n 兀 x 兀
.

汀
_ _

〕
十 Sl n 浙 SI U 刀 l

口 U J
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最大挠度是在板的中点‘竺
一 ,

写、
,

其值为
、 白 自 ,

切m a x
二 o

.

o 3 5 0 1 P a 么

/ D
‘
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这个数字比张福范用迭加法所得的结果
‘”。

.

0 3 9 4 4 3 尸。
‘

/ D 稍小
.

最大弯矩也在板的中点
,

其值为

M
m a x

二 0
.

1 5 5 2 7 9P (4
.

8 )

若按级数解的结果
,

在中心受载点的弯矩为无限大
,

此处所得的结果相当于文献〔1 3〕的

表n 中所给出的
:

为总载荷尸均匀分布于o
.

2 3 5a 见方的小面积上所产生的最大弯矩
.

(B )薄板的稳定性

如果要求薄板的临界载荷
,

则可从(3
.

1 4 )或(3
.

1的式求之
,

但更一般的求法如下
.

因为此时外力的势能研仅由P
,

和P ,所产生
,

于是令q 。
一 o

,

由(3
.

9 )则得F
。
一 o

,

从而

、一; j:‘
,

:

F
。
+ p

,
F

7

, (4
.

9 )

其中F
。

和F
:

仍由(3
.

9) 表示
.

若令P , 一aP
: ,

则

w 一; f:
p

·

‘F
。十 a尸

7

, (4
.

1 0 )

将(3
.

6 )和(4
.

10 )代入 (3
.

4 )
,

并由(3
.

5 )可得最小的临界载荷

乙 F ‘

m ‘n (p
·

)一
尸 。

车亦甲 (‘一 ‘
,

“ (4
.

1 1 )

若P
:

= P
, ,

则 a 一 1
,

并将 (3
.

1 2) 的诸F 值代入上式
,

可得方板受双向等压力时的最小临

界载荷
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(4
.

1 2 )
刀一梦m in (p

二

)
。 r

=

对于更复杂的薄板稳定性问题
,

m in (P
,
)
。r
= 1 3

.

亦可类似地进行分析
.

五
、

结 束 语

1
.

本文用变分法给出了在四个角点被支承的矩形板纵横联合弯 曲 问 题 的 一 般 解 答

(3
.

1 0 )
.

2
.

文中亦分别讨论了薄板横 向弯曲和稳定性的问题
.

并分别求出了在均布横向载荷 q0

作用及中心受载情形之下方板的最大挠度(4
.

3 )及(4
.

7 )和最大弯矩值 (4
.

4 )及 (4
.

8 )
.

并将前

者的数值列表和 已知值作了 比较
.

3
.

同时也求出了方板受双向等压时的临界力公式(4
.

1 2 )
.

4
.

选取的挠度函数除满足全部几何边界条件外
,

尚满足一部部分内力边界条件
,

因此

可提高计算的精度
.

5
.

所选用的挠度函数在形式上简单
,

由于使它满足一部分内力边界条件
,

因此得出一

些约束条件
,

于是有些系数不是独立的
,

这样就减少了被变分的系数的数目
,

从而使计算简

单
.

6
.

如果要求更精确的解答
,

则可在(2
.

1) 中取更多的项
,

例如

。一

军‘;
‘’S‘n 十乙 切汀工

a

十

弓弓f蒸
S‘n m 兀戈

a 弋
“

牟
夕兀

‘

口叮

其中。和
n可取到 3 或 5

,

不过这时计算将变得比较复杂和冗赘
.
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