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摘 要

本文用变分法讨论在弹性地基上的薄板由运动载荷所引起的动力反应
.

文中计及运动载荷的

质量
,

讨论了关于强迫振动
,

挠度的影响面及内力的影响面
,

共振条件及临界速度等问题
.

一
、

引 言

在梁上由计及质量的运动荷 重作用而引起的动力学问题曾由R
.

W ill is 等人 “
’8 ’研究过

,

其中〔6~ 幻使用了小 参数法
,

在板与壳上有运动载荷作用而引起的动力学问题曾由 M
.

中
.

旦二
畔二6 ep r

等人
r。一 ’“’讨论过

,

不过他们都将作用在板或壳上的运动 载 荷 当作运动的常值

力
,

并未计及运动载荷 的质量
, ·

文献〔13 〕讨论了弹性扁壳由移动质量引起的强迫振动的近似

解
.

考虑到运动载荷的质量
,

对研究结构的强迫振动
,

共振条件和临界速度是必须的
,

也是

非常重要的
.

本文将应用变分法对于在弹性地基上的薄板由运动载荷引起的动力反应进行讨论
.

二
、

基 本 方 程

我们现在研究位于弹性地基上的正交各向异性弹性薄板处于运动状态
,

其基本方程的变

分写法
〔‘“’名么’

如下
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这是以薄板的横向挠度 功 为未知函数的一 个变分方程
.

其中坐 标 轴 二O夕与板的中面重

合
,

挠度功及
:
轴以向下为正

.

2 为横向分布载荷 的集度Z = Z (
、 ,

g
,

t)
,

D :和D :
为薄板在弹性

主方向的弯曲刚度
,

D
3

为折算刚度
,

并且有
‘““’

.

叶开沉推荐
.
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其中D
。

是薄板在弹性主方向的扭转刚度
,

人为板厚
,

其中E l和 E
:

分别为薄板材料沿弹性主方

向的拉压弹性模量
,

内和拼2是横向收缩系数
,

并且有
〔““’

从一
,

改G h
3 ,

拼Z
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Dl 。:
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G 为材料的剪切弹性模量
,

t为时间
,

下和 g 分别为薄板材料的比重和重力加速度
.

K : 和K
:

为

弹性半空间的弹性地基系数
〔“ 了,

K
3

为
一

常系数
,

j切为薄板横向挠度的变分
.

设薄板为等厚度
,

矩形
,

其边界为
: 二 = 0

, 二 = 娜 , = 0
,

, 二 b
.

(2
.

1 ) 式的积分遍及薄

板中面的全域
,

即
: 0簇二(

a ,

o( y( b
.

此外
,

所有弯曲内力的公式可用挠度函数表示
r““’如下
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为弯矩

,
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为扭矩

,

而厂
,

和 犷, 为综合横向剪力
.

因为当计及有质量的运动载荷在弹性地基板上运动时
,

其载荷与挠度之间的关系将是非

线性的
,

因此
,

我们 目前的问题是一个非线性问题
.

我们试选下面形式的函数以求得上列变

分方程的解答“ ”, .
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式中X 。
(x )和Y

。

(川为梁的特征函数
,

作为薄板的振形函数
,

众所周知
,

它们具 有正交性
.

我们应事先选择它们
,

使其分别满足矩形板沿
%和 , 方向的边界条件

·

A 。 ,

(约 及 B 。 ,

(约 分别

为挠度函数功及载荷集度Z按特征函数展开式的系数
.
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,

并注意到系数变分咨A。是任意的和独立的
,
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,

于是可得如下的微分方程
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a 称为阻尼系数
,

。。
。

为薄板在无阻尼情况
一

「自由振动的固有频率
.

方程 ( 2
.

5 ) 为一关于系数

刁. ,

的线性非齐次二阶常微分方程
.
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二 矿
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称为薄板有阻尼的自由振动的固有频 或
.

(2
.

8 )右边第一项表示薄

板的自由振动
,

而第二项表示薄板的强迫振动
.

于是由(2
.

3 )可得挠度函数叨的解为
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其中a , ,

和b。都是常数
,

决定于运动的初始条件
,

如果不计阻尼力
,

则a = 伪 如 果不存在初

始运动
,

则云, 。
二 b饥

。
二 O

,

B 二 。

(动决定于载荷的特性
,

今分析如下
.

三
、

运 动 载 荷 的 分 析

如果在薄板
_

匕某一点胚(占
,

哟作用有运动的集中载荷尸
,

其质量应当为尸/a
,

现在要顽及

到运动载荷的质量对薄板横向振动的影响
,

故 必 须 考 虑 薄 板 卜的 载 荷 在 横向的惯性力
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上式中的积分遍及薄板中面的全域
.
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,
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、
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8 )可知
,

除了在板上M (占
,

耐点之外
,

B 。 ,

(t) 处处为零
.

四
、

挠度的影响面和内力的影响面

如果不考虑薄板的自由振动
,

只究研薄板的强迫振动
,

则 将 (3
.

3 )代入 (2
.

9) 中
,

并设

君= 巩才
,

冲= 妈t
,

则得到薄板动力挠度的一般式如下
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如果在上式中
,

令 尸 = 1
,

则得到在等速运 动 的 载 荷 下 薄板挠度影响面的公式
.

再将

(4
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1) 微分后代入弯曲内力的公式(2
.

幻
,

即可得到薄板内力的影响面的公式
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挠度来表示
,

则
_

L述问题将得到简化
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.
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+
扭咐吵坷

“ +
/ , , ,

4 U几爪口妥一。二
n

戈几爪v 二

6元之v呈5 in 。。
,

t

一。燕
。

)(9溉嵘 一。燕
:

)」}
s‘n 只。‘一‘·。

·

。 ‘5
·

6 ,

( 2 ) 同样
,

由(5
。

5 )可得到运动载荷在板上只平行于刀轴
,

沿二 = 占直线以等速。, 运动时

的动力挠度的公式

。二 4
场
ab 泌

si n
编舀

川时 一。燕
。

/ 尽
。 u ,

⋯
,

、
.

又。
。 二 S ‘“。。

·‘一 S ‘”娜
·v ; ‘

)
s‘n ‘。‘

·

s‘n “
·

。

+

(黔
2

(
苏

)
2

{弓军‘

豁
’

sin 呱:
卜:

。。
, s in 拼

。v , 才

川时一。盖
,

1
十

4 丫黔然
+ (, , ; 。 ;二留禽穿

一。 :
,

)

1}sin 、
一‘n “

·

“

(5
.

7 )

如果在 (5
.

6) 和(5
.

7) 式中
,

令尸二 1
,

可得以上两种情况下挠度影响面的公式
.

将所得的

公式(5
.

6) 和(5
.

7 )微分后并代入弯曲内力的公式 (2
.

2)
,

只p可得到该实际问题的动力内力的

公式
,

如果在所得的动力内力的公式中
,

令尸二 1
,

即可得到内力影响面的公式
.

必须指出
,

在所得的公式(5 6) 和(5
.

7) 中
,

动力挠度和载荷尸 不是线性的关系
,

它们和

载荷尸 的平方有关
.

从上两式中可看出
,

第一项表示线性项
,

而第二项是非线性项
,

这是由

于考虑运动载荷的质量而引起的
。

由
_

L面 (5
.

6 )波(5
.

7 )两式还可看出
,

当。 :

二 。。 。

/ 几
。 及 。 :

= 。。 :

/ 3久
。 或当 。, = 。。 。

/ 拼
。

及

。, = 。爪
,

/ 3月
。

时
,

该两 式的 分母均为零
,

于是挠度。 将无限增大
.

自然
,

此时弯曲内力亦同

时无限增大
,

因此
,

这时薄板将发生共振
.

共振的条件就是

溉此 一。乏
,

= O 及 9几霖嵘 一 。票
。

= O (5
.

5)

或

拼加落一。票
,

= O 及 9拼乏时 一。耘 = O (5
.

9)

(m
, 。二 1

,

2
,

3
,

⋯ )

对应于此时的运动载荷的移动速度 v 二

或 v ,

就称为临界速度
,

并用 (
。 ,

)
。 ,

或(
。 ,
)
。 ,

来表示
。

由(5
.

8 )并利用 (5
.

4 )可得

丫力碑六+ 2从溉此 干D
Z

心+ K汗了
2

(溉
一

而勃 (5
.

1 0 )
g协

/了丫1
�

编(。
,

)
。 ,

二

及
, 二 、

一

_ 1 / 百
, n

一

: 、一 _ n 。、
一 ,

一 n 一 二 一 。
,

。
, , 。

一二、

( “
·

场一众
。

丫孙了马
几之+ “Da “乏拼二十几” : 十凡 + K

Z

(“盖十拜盖)

同样
,

由( 5
.

9 )并利用 ( 5
.

4 )可得 (
。,

)
。 ,

= 。。
,

/ 拼
。

及 ( 。,
)
。 ,

二。二
。

/ 3拼
。 .

( 5
.

1 1 )

如果是各向同性板
,

则在以上的讨论中
,

可取

D I = D
Z
二D

3 = D 二
E h3

1 2 ( 1一 拜
2

)

于是以上各公式便得到稍为简化的形式
,

例如 ( 5
.

1 0) 和 ( 5
.

1 1) 式可写成

_ 1 / g , 、二
, 、一

, 一 , 、 。 一
。 二

, , , 一

、 一
,

火“ ‘
)

c 护
一不可 认石 v 口L几孟十 拼二)

一

十八 l十八
2气几孟十汽, 。饥 ·

犷“
’

( 5
.

1 2 )

I
, ,
、 ~ _ 1 _

、 “‘ 产 “ r

一 3几。
/ g /

一
~

⋯
一

,
二

一叼 二讯v 口L几孟一 户云)
一

十八 皿一八 Z L几孟十 拼石)
r

l .

( 5
.

1 3 )
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当不考虑运动载荷的质量时
一 ,

我们将只得到一组共振条件
:

(u :

)
。 ,

二。。
,

/ 又. 或 (
。,
)
。 ,

二

。。
,

/拼
, ,

而当我们考虑运动载荷的质量时
,

我们将得到
一

组更小 的临界速度
:

(
。二

)
。 ,

= 。. 。

/ 3几
。

或 (
。 ,

)
。 ,

= 。。 。

邝拼
。 .

因为在不考虑运动载荷 的质量时
,

在 (5
.

6) 和 (5
.

7 )中将不出现非线性

项
,

共振的条件只有
。

组
:

嵘
。委一。柔

。

= 0 : ,

丈 jl嘴。丢一。二
。

二O (。
, n = 1

,

2
,

3
,

⋯ ) (5
.

1 4 )

若考虑运动载荷 的质量时
,

(5
.

5 )
、

(5
.

6 )和 (5
.

7 ) 中均增添了附加的非线性项
,

即含有

载荷尸的平方项
.

因此
,

从这些项就得到了存在于(5
.

6 )和(5
.

7) 分母 中的附加的共 振条件
:

9几蕊此一 。柔
,

二 o 或 9拜二v ; 一 。三
。
二 0 (m

, n = 1
,

2
,

3
,

⋯ ) (5
.

1 5 )

比较 (5
.

1 4 )与(5
.

15 )可看出
:

从 (5
.

15 )得到的临界速度将是从 (5
.

14 )得到的临界速度的

三分之一
,

这在实际中是可能发生的
,

因而是 比较重要的
.

若不考虑运动载荷 的质量
,

那么

这个结果是得不到的
,

因此用 (5
.

15 )式就能确定出薄板
_

匕有移动载荷作用时
,

薄板发生共振

的最小的临界速度
.

六
、

数 值 算 例

让我们举一个具体的数值例子
.

设有 一 矩 形 混 凝 土 正 交各向异性弹性地基板
,

已知

E l= 3 义 i 0 Ot / m
Z ,

E
Z
= 6 x lo s t / m

Z ,

G = 1
.

4 7 x lo 8 t/ m 气 拼; == 0
.

1 4
,

拼2
= 0

.

2 8
, a “ 8 0 m

,

b = Z o m
,

h= o
.

4 m
,

? = 2
.

5 t/ m
3 .

经 计 算 后 可 得 D l== 1 3 s
.

3 3 t
一
m

,

D : 二 2 6 6
.

e 7 t
一
m

,

D
3
= 1 6 2

.

7 7 t 一
m

,

从 = 6 2
.

72 t一 m
,

取夕二 9
.

s lm /
s e e Z ,

K : 二 3 0 0 0 t/ m
3 ,

K : = s oo t/ m
.

相应于不向振形的薄板的固有频率。
。 ,

及对应的临界速度 (
。。
)
。 , ,

经过计算 将结果列于

下表中
.

表 1

计计算沙沙沙沙沙沙 有弹性地基情形
‘

无弹性地基情形形形形形形形形形形形形形形形形形形形形形形

卜卜,

封芝芝
·

⋯
(

一翌
一

⋯
(口

义

)
亡

一搬 !
- -

- - -

口二

兰
一

竖⋯
\ ’

噬
-二

’一贺贺 (
“ 二

’一赘
---

刀刀二
,
打打 弧度 /秒 { 米 /秒 /秒 ⋯弧度 /秒 } 米/秒 ⋯ 米 /秒度 秒秒 米/秒秒 米 /秒秒

111
,

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
,

222 1 7 1
.

9 2 8555 4 3 7 8
.

0 4 4 111 14 59
.

3 4 8 000 1
.

3 0 9 333 3 3 3 4 2000 1 1
.

11 4 000

111
,

33333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333

222
,

111 1 7 3
.

D4 8 666 4 4 0 6
.

6 35 888 1 4 6 8
.

8 7 9 555 5
.

0 9 8555 1 2 9
.

8 32 777 4 3
.

2 7 7 666

222
,

222 1 77
.

5 8 9 111 4 52 2
.

2 5 8 5555555555555555555555555555555555555555555 9 6
.

8 1 5222222
.

333 1 7 1
.

9 9 3 00000 16 6 7
.

4 1 9 555 l丈
.

4 0 8 555 2 9 0
.

凌4 5 66666

2222222 18 9
.

8 7 8 555 7 2 9
.

9 5 9 555 1
.

4 5 8 999 1 8
.

5 7 5 000 6
.

19 1777

11111 7 3
.

1 18 888 2 2 0 4
。

2 1 2 666 7 3 4
.

7 3 7 555 5
.

2 4 1 777 6 6
.

7 3 9000 2 2
.

2 4 6 333

11111 7 5
.

1 60 222222222222222222222222222222222222222222222222222222222 4 9
。

0 2 3 4442222222 2 3 0
.

2D4 555 7 4 3
.

4 0 1 555 1 1
.

5 5 0 999 1 4了
.

〔70 11111

222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222
.

2 8 16666666666666666666666666666666333
,

111 1 72
.

1 12 222 1 4 6 0
.

92 9 777 4 8 6
.

9 7 6 666 6
.

68 9 999 1 9
.

3 66 555 6
.

4 5 5 666

333
.

222222222222222 1 4 7 0
.

6 18 888 4 9 0
.

1 72 999 11
.

8 9 0 1111111111111111111111111111111333
,

333 1 73
.

2 4 1 99999 6 3 4
.

8 60 11111 4 8
.

2 97 222 1 6
.

0 9 9 111

22222 2 4
.

3 7 8 777 1 90 4
.

6 80 33333333333333333333333333333333333 111111111111100
.

02 5 777 3 3
.

6 4 1999

从表 1 可看出
,

在有弹性地基的情形
,

对应于薄板 固 有频 率 叭
: 时 的最小临界速度是

48 6
.

9 7 6 6米/ 秒
,

数值是比较大的
,

但这种情况是不大可能发生的
.

总的说 来
,

计 算表明
,

在 (
。二
)
。 ,

的公式(5
.

1 0) ~ (5
.

la) 中
,

弹性地基系数所占的份量较大
,

因此
,

对应 于相邻的薄

板的不 同振形的固有频率及相应的临界速度之间的差值不很显著
.
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对于无弹性地基的情形
,

相应于不同振形的薄板的固有频率。
。 ,

及对应的临界速度 (
。 :

)
。 ,

的计算亦列在同一表中
,

以便比较
.

表中对应于固有频率 叭
; 时的最小临 界 速 度 是 6

.

1 9 1 7

米 / 秒
,

这种情况是很有可能发生泊
,

并 目
,

对应于相邻的薄板的不同振形的固有频率及相应

的临界速度之问的差值也较大
.

七
、

结 论

1
.

文中求出了弹性地基薄板在有质量的运动载荷作用下动力挠度的一般式(4
.

1 )
.

2
.

求出了弹性地基薄板在有质量的运动载荷分别平行于二轴和平行于 g 轴等速运动时灼

挠度影响面的公式 (4. 2 )和 (4
.

3 )
.

因此
,

通过微分 也可以得到内力影响面的公式
.

3
.

得到了在弹性地基上周边简支矩形薄板在运动载荷作用下动力挠度的一 般式(5
.

5)

和得到了 载荷分别沿“轴
,

, 袖方向等速运动时的功力挠度或影响面的公式(5
.

6 )和(5
.

7 )
.

这

些公式是非线性的
,

它们和载荷尸及尸
2

有关
.

4
.

得到了在弹性地基上周边简支矩形薄板在运动载荷作用下的共振条件(5
.

8 )及(5
.

9 )

和得到了临界速度的公式(5
.

10) ~ (5
.

13 )
.

5
.

从文中的数值算例可看出
,

弹性地基系数的数值对计算薄板不同振形的固有
)

频率及

相应的临界速度起着决定性的作用
,

因为这些系数在计算中它们所占的比重较大
。

因此对应

于相邻的薄板的不同振形的固有频率及相应的临界速度之间的差值不很明显
,

而在没有弹性

地基的情况之下
,

它们之间的差距则较大
.

6
.

由(5
.

6 )或 (5
.

7 )得到简支弹性地基板的两组共振条件(5
.

8 )或(5
.

9 )
,

从而也得到两

组临界速度(5
.

10) 及(5
.

1 1)
,

其中有一个是最小
.

7
.

如果移动载荷的质量不考虑附
,

我们将只得到一组共振条件 ; 而 当计入移动载荷的

质量时
,

将得到两组共振条件
,

从而得到更小的临界速度 ;
前后两种情形的临界速度之比是

三比一
。

8
.

只要事先选择合适的振形函数(2
。

3 )使其满足所有的边界条件
,

即几何 的 和 内力的

边界条件
,

这样
,

本文的结果对各种边界支承的矩形板都适用
.

9
.

本文所述的方法是一种作了简化的近似解法
,

但是还不够完善
.

此外
,

也可使用其

它方法
,

可能导致研究非线性的参数共振问题
,

特别是诸如求解麻烦的M a th 沁 u 方程〔‘。一“‘1 ,

或许采用逐次迭代法和小参数法或摄功法
〔”一 “”李

.
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to the Mo vin g Lo a ds

Ch e n g X ia n g 一 sh e n g

(T o 。夕ji U o i口e 此‘公,
,

S ha n 夕h a i)

Ab, t r鱿 t

T h is p a p e r dise u s s e s th e d y n a m ie r e sp o n s e o f th in p la t e s o n th e e la st ie fo u n d a t io n s

d u e to th e m o v i: 1 9 lo a d s b y m e a n s o f th e v a ria tio n a l ea le u lu s .

In th e t e x t w e t a k e th e

m a s s o f m o v in g lo a d s in to a e e o u n t
,

tr e a t a s e r ie s o f q u e s tio n s s u e h a s th e fo r e e d o se illa
-

tio n s ,

th e in flu e 习e e s盯fa e e s o f th e fle x io n s a n d the in flu e n e e s u r fac e s o f th e in n e r

fo r e e s , r e s o n a n e e eo n d itio n s a n d e r it
‘

eal sP e e d a n d 5 0 fo rth
.


