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摘 要

本文是文 【1、5〕的继续
.

在本文中
:

(l) 将正交各向异性薄壳的小挠度振动问题或 W in k ler 地基上正交各向异性薄板的小挠度

振动问题所服从的 L ov e 一K ir ch h o ff 方程化归为矩阵各向异性 Sch r 6 d ing er 方程的求解
,

由此可

以利用文〔1 」和〔3~ 5〕中的方法得到这两类问题的通解 ;

( 2 ) 将正交各向异性扁壳大挠度问题的 vo n K ar m a n 一B朋co
B

方程 (其特例为正交各向异

性薄板大挠度问题的 v o n K ar m an 方程) 化归为 A K N S 方程即 D ir ac 方程的形式
,

从而可以

利用文 〔4、5 1 中的散射反演方法得到这两类问题的精确解
.

波纹板壳和加肋板壳的小挠度问题的通解或大挠度问题的精确解
,

作为特例包含在本文中
。

一
、

别 舀

弹性力学的各类方程均属于弥散型方程
.

凡弥散型方程均可以 被 化 成 S o h r 6 d in g e r 方

程或 D ira
c 方程

.

在文「1 」中
,

我们从弹性动力学的通解
〔“, 出发

,

将线弹理 论中 的 L a m 。

方程化归为 D ir a 。 方程的求解 ; 在文 「3 ~ 5」中
,

我们业已证明
,

弹性板壳的小挠度问题或

大挠度问题
,

都可以归结为 S o hr 6 d in g e r 方程或 D ir a c 方程的本征值问题
.

本文是文〔1~

5」的继续
.

在本文中我们将证明
,

正交各向异性板壳 的小挠度问题抑或或大挠度问题
,

同样

可以归结为 S c h r 6 di n g e r 方程或 D ir a c 方程的本征值问题
.

本文的研究对象为正交各向异性板壳
.

正交各向异性板壳包括由各向异性材料制成的薄

板和薄壳
,

以及构造上的原因而表现为各向异性的薄板和薄壳
’“一 7 ’.

后者包括波纹板壳
〔吕一 ‘8 ’

和加肋板壳
〔‘”‘ “‘’.

正交各向异性板壳问题和各向同性板壳问题一样
,

都存在非线性跳跃现象
.

在文〔4 ~ 5」

中我们 曾经指出
:

文〔2 2」认为
,

非线性的弹性系统从一个平衡状态跳跃到另一个平衡状态
,

可以与量子力学中能量跃迁相比拟
.

为了定量地研究这种非线性跳跃
,

引入 Sc h r 6 di ng
e r 方

程或 D ira 。 方程是绝对必要的
。

正交各向异性板壳的非线性跳跃问题与大挠度问题相联系
.

近年来
,

在研究某些正交各

.

钱伟长推荐
。
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向异性板壳时
,

用的就是大挠度理论
.

这些正交各向异性板壳
,

有时被称作
“

精密仪器弹性

元件
〔“ ”

’ .

当然
,

在一般不十分精密的计算中
,

用得较多的还是小挠度理论
.

迄今为止
,

力学工作者在正交各向异性板壳的理论和应用方面
,

已作了大量值得称道的

工作
.

必须特另}1强调钱伟长先生所作的贡献
.

钱先生不仅首创了板壳的内享统 一 理 论〔““’,

而且是将天体力学的摄动法应用于板壳大挠度问题上的第一个人
.

他的开创性工作至今仍被

誉为是
“

划时代的工作
” ,

他的解法仍然被公认为是最漂亮的
.

近年来
,

钱先生为使有限元

法能方便地应用于板壳大挠度问题而创建并完善了变分原理
〔“4 ‘ “。’.

大量关于正交各 向 异性

板壳问题的研究
,

都是沿袭了钱先生的方法
.

钱先生的工作
,

在方法论上统一了各类板壳问

题的近似解法
。

许多物理上和力学上的方程中
,

还存在着所谓
“

通解
”

和
“

精确解
” .

一般来说
,

通解

存在于线性方程中
; 非线性方程除了少数 (例如

,

B ur g e r s 方程〔““J) 具有通解 外
,

眼 下 大

部分还只能求得精确解
.

我们将各类无耗散型方程归结为 Sc h r 6 di n g e r 方程或 D i r a c 方程

的求解
,

其 目的就是为了统一地求得这些方程的通解或精确解
.

本文与文〔3一5〕一 样
,

在引

入 Sc h r 6 di n g er 方程或 D i r a c 方程的同时
,

我们还引入了旋量及其运 算
〔““ ““’.

这 不仅是

为了方便行事
,

而且怀有方法论上的企图
.

文〔30 〕认为
,

S c h r 6 d i n g e r 方程 (包括 D i r a 。 方程 ) 是有着广泛适用范围的重要方程
.

它是 自然界中为数不多的基本方程之一 本文将正交各向异性板壳问 题 的 基 本 方 程 纳 入

S e h r 6 d in g e r 方程和 D i r a e 方程的范畴
,

这件事再次说明了
,

S e h r 6 d in g e r 方程 (或D i r a e

方程 ) 可以一揽连续介质力学和可逆热力学中的所有非耗散问题
·

Sc h r 6 di n ‘e r 方程或D ir a c

方程在各种能量和边界条件下的本征表现
,

经由不同的变换
,

最后成了五花八 门的非耗散问

题的通解或精确解
.

本文的结果适合各类正交各向异性板壳问题
.

波纹板壳和加肋板壳是本文的特例
.

本文同文〔1一 5
,

34 一 35 〕一样
,

在需要引入的时候
,

都假 定所有力学量均已解析开拓到

复平面上
,

并且已定义为 H ilb e r t 空间中的多维矢量
.

二
、

正交各向异性板壳小挠度问题的 S ch
ro d恤g er 方程

小挠度正交各向异性薄壳的基本方程可以归纳为 L o
ye

一
K ir c hhof f 的形式
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壳厚 ; Q 为侧向载荷 ;

Q =

W 为挠度 ;

口2
不厂

.

一 m 击
么

F 为应力函数
.

在动力学问题 (即振动问题 ) 中

式中。 为薄壳每单位面积内的质量
.

挠度振动问题的基本方程如下
:
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K 为 W 初k le r 地基的弹性系数
.

将方程 (2
.

n ) 式化为 S c h r 6 d in g e r 方程的形式是轻而易举的事
.

实际上
,

(2
.
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式的通解很容易被我们求得
.

具体解法可以参阅 文 【1
,

3 ~

三
、

正交各向异性板壳大挠度问题的 S c h r6di n g er 方程

大挠度正交各向异性薄壳的基本方程可以用
v o n K a r m an

一

B JI a c 。。 方程〔3 ’ , 毛” 来描述
:
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研和F 的意义与弹性薄壳小挠度问题相 同
.

B o
c
。 列出的平衡方程建立在变形是局部的假设基础上

‘3 ”一 ‘。’.

换言之
,

所考虑的那部

分壳体可以认为是扁平的
.

因此
,

在求解上述大挠度非线性方程组的时候
,

我 们 可 以 认为
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,
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.
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,
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,

因而可以采用统一的方法来处理
.
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,

并设

(方程 (3
.

1 9)

(3
.

2 4 a
)

(3
.

2 4 b )

〔A 」 r = a ,
p 一 iM 3 刀

, s ,

夕、刚 3刀
, ,

P令“ , s 今v 王 (3
.

2 5 )

则 (3
.

2 4 a ) 式的实部与 (3
.

1 9 a ) 式相同 ;

〔B 〕 : = 一 a Z
P 一 i刚 3 刀

2 5 ,
‘令刚 3 刀

Z x

(3
.

2 6 )
P令 . , ‘令 u

则 (3
.

2 4 a ) 式的虚部与 (3
.

1 9 b) 式相同
.

如果正交各向异性板壳的大挠度问题存在外场作用 (这外场
一

可以是侧向载荷)
,

外场的

势用U
。 ,

U 抬
(左二 1

,

2 ) 来表示
,

贝}}在使用经典规则后
,

P , ~ 一 i口
,

(拼= 0
,

1
,

2 ; 口。~ 口
:

)应

改为

,
。

一P0 一”
。
一P0 + “

。

飞
p 七= P, 令D 专~ P

无+ u 七

(3
.

2 7 )

从而
,

整个问题现在化为 D ira c 方程 (A K N S 方程) 的求解
,

而 A K N S 方程的求解
,

则有成熟的散射反演方法
「3。, ‘4 一 ‘5 〕和B五c kl u n d 变换

.

当然
,

在采用散射反演方法和B巨c k玩 n d

变换之前
,

必须通过变换

厂
,

= 物
.

厂
,

二 叭

梦1
’ 一

梦
2

(3
.

2 8 )

将 A K N S 方程 (3
.

2 0 ) 式和 (3
.

2 1) 式变成 R ie e a ti 方程

厂 ; , :

= 2‘亡。厂
1
+ r一PI

一

’

} (3
.

2 9 a
)

厂 2 , :

= 一 2 1雪。I
’
:
+ 夕一 rl

’

孟 (3
.

2 9 b )

和

厂 , , ‘
“ i( ZA o r

,
一C 。 + B k厂 ; ) (3

.

3 oa )

I
’
2 , 。

= 一‘(ZA
* r Z + B * 一 C

k
厂 ; ) (3

.

3 ob )

这样
,

全部正交各向异性板壳理论的基本方程
,

都可以化归为 Di ra 。 方程的求解
,

具体

算例
,

可参看 A blo w it : 〔‘2 一 ‘3 ’,

加藤
〔盛。八 ‘, ’,

M iu r a 〔‘8 , 。”等人
〔5 2 一 6 7 )的文章

.
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,

J
.

M
a 考h

.

P h g s
. ,

19 (1 9 7 8)
,

7 9 8一8 0 1
.

[ 5 6」 L a o b
,

G
.

L
. ,

o n th e e o n n e e tio n b e tw e en 10 5 , le s s pr o pa g a tio n a n d p u lse p r o file
,

P h梦s ie a ,

6 5 (1 9 7 3)
,

2 9 5一 3 2 4
.

〔5 7〕 N ew to n ,

R
.

G
. ,

S c a才才e ri”9 T he o r g o f 附a o e s a”d P a r才fe le s ,

M e G ra w 一H ill
,

N ew YO
r k

(1 9 6 6)
.

T he Sehr6 d in g e r E q u a tio n in The o ry o f Plate s a n d

She lls w ith o rtho rho m bie An is o t ro Py

Sh e n H u i
一 e h u a n

(U n io e r s‘才, of S e‘e o e e a o d T e c h o o lo 夕9 o f Chi”a
,

H efe i)

Ab stra et

T his , o r k 15 the e o n tsn u a tio n o f the d is e u s s io n o f R e fs
.

[ 1
一5〕

.

In this p a p er :

[A 〕T h e L o v e 一K ir e hh o ff e q u a t io n s o f v ib r a tio n p r o b le o w ith so a ll d e fle e tio n fo r

o rth o r h o m b ie a n iso tr o Pie th in s h e lls o r o rth o r h o m b ie a n is o tr o Pie thin Pla te s o n W in k le r ‘s

b a se a re e la s sifie d a s s e v e r a l o f th e s a m e so lu tio n s o f S eh r 6 d in g e r e q u a t io n , a n d w e ea n

o b ta in th e g e n er a l so lu tio n s fo r th e tw o a bo v e 一m e n t io n ed p r o b le m s by th e m e th o d in R e fs
.

[ 11 a n d [ 3~ 5〕
.

[ B〕T h e v o n K 么r m a n 一 V la s o v e q u a tso n s o f la r g e d e fle e tio n p r o b le m fo r s h a llo , she lls

, ith o r th o rh o m b ie a n is o t ro py (the ir sp e eia l e a se s a r e th e v o n K 巨r m a n eq u a t io n s o f la r g e

d e fle e tio n p r o ble m fo r th in p la t e s w ith o r tho r h o m b ie
.

a n is o t ro py) a r e ela s ssfie d a s the

s o lu tio n s o f A K NS eq u a t io n o r D jr a e eq u a tio n , a n d w e e a n o b ta in the e又 a e t 5 0 1往 tio n s fo r

the tw o a b o v e 一 rn e n t io n e d p r o b le m s b y the in v e r se s ea tt e r in g 血e tli o d in R e fs
.

[ 4、5〕
.

T h e g e n e r a l 5 0 1认 tio n o f s m a ll d e fle e t io n p r o ble m o r the e x a e t s o lu tio n o f la r g e d e f
-

le e tio n pr o ble m fo r th e e o rr u g a t e d o r r ib一r e in fo re ed p la te s a n d s h e lls a s s p e e ia l ea s e s 15

i众e lu d e d in this PaPe r
.


