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摘 要

本文用三次样条积分计算了在方形空腔中具有高R ay lei g h数 R a = 1 0 ,
和 R a = 2 x l。,

的非定常自

然对流问题
.

二维 N 一S 方程和能量方程是在非均匀网格中用两个交替方向的三次样条公 式进行计

算的
.

文中简要讨论了过渡流动的主要特征
,

所得结果与理论予估值 〔王, 幻吻合很好
.

R a = 1 0 7

时的

稳态结果与近期文献中的结果一致
.

引
一

言

自R u b in 和G r a V e s 〔“’及 R u b in 和K h o s la ’‘〕的工作之后
,

偏微分方程的三次样条数值形l分

方法已得到进一步的发展和应用
.

作者在邸一 7〕中已经扩展了〔3
,

4〕的结果
,

把求解3 x 3矩

阵系统的过程转换成为求解仅包含在节点上 的函数值
,

或一阶导数值
,

或二阶导数值的任一

三对角形方程组
‘“’.

空腔中的对流问题是一个重要的应用研究领域
.

以往的大量研究工作是对稳 态 债 况 做

的 L“一 ’‘’.

由于在很多的应用中
,

这种对流 可能是非定常的或过渡性的
,

所以近年来一些新的

工作比较集中于研究过渡状态的流动特性及过渡到稳态解的方式 (如〔1 0 〕)
.

在上述工作 中
,

当R a = 1 0 “时
·

自勺非稳态 自然对流问题的过渡流动特征文献
〔‘。’
中已报导过

.

而对于 R a > 1扩 的

情况
,

其瞬态数值结果还未见到过
.

本文介绍了用三次样条方法求解方形空腔中高R ay lei g h数时的非定常自然对流问题的基

本步骤和数值结果
。

具体计算是对R a 二 1 0 7

和R a = 2 x 1 0 7

及 P r a n d tl数P r = 0
.

7 1和P r = 2
.

7 等

进行的
.

采用的是SA D I(S p lin e 一
A lte r r : a tin g 一

D ir e e tio n 一
Im p lie it)方法

.

所得瞬态数值结果

与由刀度分析得到的理论予估值吻合很好 ; 所达到的最终稳定态状时的数值结果与近期文献

[ 1 0
,

1 2
,

1 3 〕中的数据一致
·

本文所得数值结果是令人鼓舞的
,

表明用三次样条方法求解 大 R a 数下的自然对流问题

是行之有效的 ; 也说明近一步开展对该方法的研究是值得的
.
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二
、

基 本 方 程

设在方形空腔的竖直墙上温度的边界条件是保持为
恒定的

,

今且分别 为 T 、= 。
.

5 (热墙 )和 T
。
二 一 0

.

5 }
“

,

如图 1 所示
.

而两个水平方向的墙上则规定

(冷

(热

为
砂

热WJ. 描述流体在该空腔中运动的基本 方 程 : , 一。
.

。

(热墙)
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图 1 坐标系和方形空腔的边界条件
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式中v
“

为拉普拉斯算子
,

刀是体积膨胀系数
, , 是粘性系数

, 。是热扩散率
.

而p 。

是在参考温度

T
。

时的密度
,

g 为重力加速度 二

对方程 (2
.

2 )和 (2
.

3 )交叉微分
,

消去压力尸并进行无量纲化
,

则方程 (2
.

1) ~ (2
.

4 )可写

成以涡量口
,

流函数 势及温度0为变量的方程组
:

V
Z
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.
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上式中的无量纲参量分别为
:

: = to /刀
,

U 二 “L /a
,

厂 = 。L /a
,

0二 (T 一 T
。

)/ (T
、一犷

。

)
,

尤二 x / L
,

卜
夕/L

.

P r是P r a n d tl数
, _

巨Pr 二 ;
/
a , R a 是 R a y le ig h数

,

有

R a 二朗L
3

(T
。一了

’。

)/
a , .
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4
.

边界条件

在X 一 O处
,

p 二八一 O
,

g 二 一劝xx
,

在X ~ 1处
,

p = 劝x = 0
,

口二 一劝xx
,

8 = 0
.

5

在Y = 0
,

1处
,

势= 沪Y一 0
,

口 = 一咖
: ,

= 一 0
.

5

口0

口Y 一

我们注意到
,

对于方程 (2
.

6)
,

其边界条件并不是明显知道的
.

它们是由芳程 (2
.

5 )在墙

上求值得到的
.

应用三次样条方法
,

pxx 和咖
;

能够由基本关系式直接求得
.

二二 粗琳
户

介片 命竿

让
一

、
父人 l正习

.

夕 J l若、

本文应用了SA D I方法
.

在交替方向的每一步中
,

先得出样条离散的一般形式
,

然 后 用

仅包含在节点上的函数值或一 阶导数值的三对角形方程组求解
.

所用的基本公式已在附录中

给出
。

涡最方程的计算格式

第一步 (在X 方向)

口兮弓
/ 2

。
。
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式中 m = a日 /a X
,

M = a z

口/ aX
“ ,

l~ a口 / ay
,

L 一护口/ ay
“ ,

g = ao/ aX
.

Q ‘, , 是可从上一时间层求得的已知量
.

第二步 (在 y 方向)
:

(3
.

1 )

F ‘, , ,

R
‘, , 和

~
.

0
. 。 , , 。

么r 「

“犷方
‘

二 占甘犷几“
‘

十 ‘
一

! 一 L劝分川 ,’= “ “

少‘
, , 十 印扭

” ’ ‘

少‘
,
j

乙 L

+ p ·‘M牛
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1 + R a 。书
1

)〕
= F “

, j + R
, ‘ , , l书

‘+ Q“
,

, L书
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(3
.

2 )

式中尸
z ‘, , ,

R “
, , 和Q“

, , 亦为已知量
,

可从 n + 1/ 2时间层中的量求得
。

方程 (3
.

1)和 (3
.

2) 是用附录中公式 (A
.

2) 求解的
.

口 在边界上的值可从流函数方程直接

求得
:

(口
” + ’‘2

)
二 = 。

= 一 (沪
”二二

)
二 一 。; (口

n + “么)
二 一 :

= 一 (势
n x x

)
x 一 :

(日
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y _ 。

= 一 (劝
” : :

)
; 一 。;

(口
“ + ‘

)
: 一 ‘, 一 (吵

r r

)
r 一 :

为了计算一阶导数 。
” + ! 1 2

‘, 了 和 l苹
,

的值
,

利用样条基本关系式
,

可直接求解包含一阶导数

值的三对角方程组
.

而M黔和 娜
1

是从方程 (3
.

1 )和 (3
.

2 )直接求得 .均
,

如
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能量方程的计算格式

第一步在 X 方向用隐式并利用附录中的公式 (
一

A
.

2 )和给定的边界
,

条件
:

口x 一。二 0
.

5
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第二步在Y 方向用隐式
,

可得
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, , 十 可

, J
解括+ Q犷

, jK 招 (3
.

3 b )

所用的是附录中的公式 (A. 3 ), 因为给出的是绝热边界条 件
,

即 (k )瑟二;= (“)排l一 O
·

而“煞乡

可由下述递推关 系式求得 (下标中‘已省略 )
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(网格距)

流函数方程的计算格式

流函数方程可以改写 成C a u e h y 一
K o w a le sk a 方程

a劝 _ _ 二 、 .

门
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劝十 g
口t
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我们仍采用SA D I方法求解
,

其第一步为

升 + l / 2
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而第二步为

5)求
、:、 一 ,二
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十
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才
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(M、
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, ,

卜
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答男 (3
.

方程 ( 3
.

4 )和 (3
.

5) 可用类似于能量方程中的两步法求解
.

因为相应的边界条件已经给出
,

解没有困难
.

为了得到稳态解
,

重复迭代直到收敛是必要的
.

因为 SA D I 方法对计算流函数
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方程是无条件稳定的
,

能够用大的时间步长
.

至于过程中的瞬态结果是无需表示出来的
.

4
.

Nu ss e lt数的计算

瓜(x )一纂
+ u 。

瓜(X )一

{;
、· (X )d y

(3
,

6 )

(3
.

7 )

方程 (3
.

6) 中的第一项表示由传导引起的热输运
。

第二项代表了由对流而产生的 热 输运
,

它

随着 R a 的增大而增大
。

理论
_

_

仁讲
,

在稳定状态之下
,

N u( X )是与 X 无关的
,

并且就等于在

竖直墙上所计算的值
.

但在数值近似求解中
,

这个性质通常是不能被满足的
,

也正是因为这

样
,

N u( X )之间的最大差值又被利用来作为检验计算方法精度的一种手段
.

四
、

数值结果与讨论

1
.

瞬态流动

对于P r = 0
.

7 1到P r = 10 的不同P r a n dt l数的情况
,

我们实现了方形空腔中在 R a = 1 价 和

Z x 1 o ,

时的瞬态对流状态的数值计算(由条件 R a > P r ,”知
,

当P r = 2
.

7时
,

流动仍属于状态 班
, :

但 已接近其界限值 )
.

所规定的初始条件是U = 犷 = 口二 0二 0
。

为了在靠近墙 的
“

边界层
”

区域

中得到高精度的解
,

我们应用了非均网格
.

对于21 x 21 的网格
,

从墙到中心线的空间网格距

为 h‘
十 l

/h
‘
一 1

.

2 8
,

而对于 3 1 x 31 的网格
,

我们取爪
十 ,

/h
‘二 1

.

18
.

在 涡量和能量方程中
,

时间

步长△: = 10
一 5 ; 对于流函数方程

,

虚设时间步长A t~ 0
.

05
.

按照尸at ter s o n 〔2 ’的论述
,

流体从零条件开始到稳定状态被分成为 4个过渡区域
,

其时间

尺度和主要流动特性如下
:

时间尺度 主要流动特征

: ,
= Ra

一 。
’

5

(4
.

1) 热边界层和惯性入侵形成
.

几 = l/ (Pr l/3 R a 孙比) (4
.

2 ) 水平惯性入侵抵达对面墙
,

内波运动开始
.

几 = Ra
一。

’

2 5

(4
.

3 ) 空腔被水平层充满
,

内波运动呈现
.

: 二 = R r 一 , ’

(4
.

4 ) 内波运动衰减到稳态
,

速度和温度边界层可区

分
,

流动由惯性主导
,

热输运由对流主导
.

而内波运动的周期为

尸“ 2“了厄7R
a

·

P r
.

.

(4
.

5 )

对于R a 二 1 0 7 ,

P r “ 0
.

71 的情况
,

几种典型的瞬态流动特征如图2 (a) ~ 2 (d) 所示
.

瞬态

对流特征非常类似于用分步样条方法所得到的结果
。

详细的讨论可参看〔1 2〕
。

图 2 (a) 给出了在水平 中央面上的瞬态温度剖面
.

水平中央面上的速度剖面在图 2(b) 中给

出
,

在 : 。= 0
.

0 0 0 1 时
,

空腔的中心可 看作是静止的
,

随着时间的增长
,

对流效应和中心部份

的运动变得非常强烈
.

平 均对流通量对时间的依赖关系在图2 (c) 中给出
,

它被定义为
:

qc 一丁;U0
“y

在热墙上和空腔中央面上的N u s s e lt 数 N u 。 和N u 。

随时间的变化规律 已在图 2 (d) 中给出
.

: 2的值也标出在图上
.

可以看出
,

用尺度分析结果来予估内波运动开始的时间是可行 的
.

数

值计算所得到 内波运动的周期值(P‘ 0
.

0 0 35) 与理论予估值(P= 0
.

0 0 3 3 4)也是吻合比较好的
.
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图 3 给出了对于不同的P r
值随时间变化的状况

.

结合图2 (d )
,

可以 明显的看到
,

随着P r

的增加
,

内波运动的周期减小 (比例系数约为
:

丸 /P
工
= (P

r ;

/ P
r Z

)
”

’
“

)
.

这也同 理论予估值一

致
.

而对于P r = 1 0( 此时P r‘”》 P a
)

,

硫
。

随时间增长已不出现上述的握荡
.

而对于P r = 3的情

况
,

其流动状态与 P r = 2
.

7时很类同(图中未画出)
,

尽管此时 P r ‘“> R a .

这表明判别属于区

域 开的条件
,

P r ’“< R a ,

并不是一个确切的界限
,

拟是一 个量级的限制
.

对于 R a = 2 x 1 0 7

的情形
,

图 4 给出了当P r 二 2
.

7时 N us s e lt 数随时 间 : 变化的状况
.

{
}

0
.

0

— 一
~ 一上

—
一

0 0 0 5
澎币

一
一一一

~

—
不旅厂一

图 4 N此”It数随时间的变化规律

表 1 中给出了对应于R a 二 1 0 7

和 Pr 二。
.

71 的稳状结果
,

并与 U p s o n 〔‘“ ,用有限元方法求解

相应的定常方程所得结果 (引自〔1 0〕)
,

L au ri at 〔‘。’采用扩大能量方程计算时间步长所得结果

(此时已无真正的瞬态解 )及用分步样条方法 〔’“’求得的结果做了比较
.

表 1 稳 态 数 值 结 果 比 较 (R a = 1 0 7 ,

Pr 二 0
.

7 1)

网 格 点
}

叭 乙j . a 二 N u
‘

N u 口 in

3 1 X 3 1 } 2 9
.

4 8
7 1 0

.

2 7

X = 0
.

0 19 2

了1 0
.

7 7

X 一 0
.

0 1 9 2

6 9 7
.

2 8

X = 0
.

0 2 15

7 2 8
.

2 3

X = 0
.

0 2 3 7

1 4 9
.

68

Y = 0
.

8 7 3

1 5 0
.

1 6

犷= 0
.

8了3

1 4 4
.

4 9

Y= 0
.

8 6 0

N u

1 6
.

7 3 1 6 6 8
1

.

42 5

Y 一 1

[ 1 2〕 3 1又 3 1
,

3 0
.

0 8

〔1 0 ] 3 1 X 3 1
,

2 9
.

0 8

1 6

1 6

1 6
.

7 7

1 6
.

3 4

1
.

4 4 8

Y ~ 1

1
.

3 8 7

Y ~ 1

[ 1 3 ]
1 4 7

.

5 6

Y= O
,

8 8 8
16

.

3 4
1

.

4 16

y ~ 1

4 0
.

OD

y 一 0
.

0 1 9 2

3 9
.

0 0

Y = 0
.

0 1 9 2

4 0
,

4 2

Y = 0
.

0 1 7

36
.

5 0

y = 0
.

0 1 1

n“
-no.7�旧

表 2 给出 了对应于 R a = 2 x 1 0 7
的稳态结果

,

尚无公开发表的结果比较
.

表中 犷 m a二

为水

平中央面上的最大竖直速度
; U m a x

为竖直中央面上的最大水平速度 ; N u ,
。

表示竖直墙上最

小N u “se lt 数
,

N u , 。二

为其最大值
.

劝
。

为中心处的流函数值
.
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表2

王 璞 阿
·
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了 穗态数值结果 (R a = Z x 1 0 ,

,’B :

一 2
.

7 )

网 格 点 功
。 厂m 。二 U . a 二

N u 二 N u
。

N u . i n N u . a x

2 1 X 2 1 4 1
.

2 8
1 12 1 了3 2 2 9

.

5 8

X ~ 0
.

0 3 0 Y
2 1 建9 2 2

Y一 0
.

8 48
1 6

1
.

7 4 2

Y 一1

4 9
.

8 8

丫一0
.

0 3 0

五
、

几 点 结 论

对于 R a = 1 0 7

和 R a = 2 x 1 0
’ ,

瞬态对流数值解已得到
.

该结果与理论予估值吻合很好
,

SA D I方法是求解在高 R a y le运h 数情况下的方形空腔中非定常 自然对流问题的 一个有效

方法
.

三次样条近似的主要好处是
:

( 1 ) 所得到的支配矩阵系总是三对角形的
.

( 2 ) 由于一阶导数样条近似的截断误差是三阶的(对非 均 匀 网 格)
,

因此在数值计算

中
,

即使选用非均匀网格
,

它也不引入数值粘性
.

( 3 ) 因为一阶导数和二阶导数可以直接求值
,

包含导数的边界条件能够直接纳入到求

解过程之中
,

所以避免了常用有限差分格式在处理该类边界条件时所遇到的困难
.

附 录

本节介绍文献 〔8〕中的某些常用的公式结果
.

例如
,

当得到形如方程(3
.

1) 的离散方程之后
,

籍助于样

条公式
,

可以把方程 (3
.

1) 转换成仅包含在节点上的函数值
,

或一阶导数值
,

或者二阶导数值的三对角形方

程组
.

考虑如下的方程组
:

u飞
+ , = F蓄

+ , + R 丁
+ , “丁

+ , + Q牛
+ ,

M牛
+ ,

(A
.

1)

(l) 可以把(A
.

1)转换成仅包含在节点上的函数值(时间层标记。十 1 被省略
,

下同)

A 、“ , 一 , + B ,“
汁 C

! 。, + , 二 D ,

(￡= 1
,

万) (A
.

2)

式 r户

B ‘一

弋会
+

, ‘一

留
e ‘+ ,

(h
, + h , + ,

)
3 c f+ i

l

h‘

R ‘+ 1

(hZ‘+ , + 3 R ‘h‘十1 一 6 Q
‘

)
3 6 c ‘+ 1

+

妹扮l+l

C ‘=
d ‘+ i

(h
‘+ h。十 ,

)
3 c ‘+ i

刀‘

(全人兰
‘+ 1 二 3双

‘+ lh坦)二6 0
,

伍
‘尸 )

3 6 c ‘+ i

、
‘

:
:

一 a ‘

h
,

_

刀 。=
一

分一
.

十
O C ‘

a ‘, ;(h
‘

王h ‘十 ,

) _ 互
。, 1

(呢互乡
十 :

些夕迈
, + ‘

)+ F刃
: * :h Z‘、 ,

3 c ‘+ - 3 6 e ‘+ z

以及 口‘=吟
工

互
‘+ 二‘一 ,

(气
入‘+ Q

‘

)

C‘=
R

.R ‘一 ,h Z‘

3 6

(R
oh‘+ 3Q

‘

)(R
‘一 lh‘一 3Q卜

,

)
9

d ‘一 ;
, 一 ,

(份一李
一

别
·‘一 *

·

(
一

迄
‘
一

+

今
‘

)
+ Q

‘

(
‘+

绘厂
‘

)
h‘= 劣

一
劣卜 i
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(2 ) 仅包含一阶导数值的方程是
:

A ‘忧一 i + B : 明 ‘+ C、川 , + i 二 D ‘

(f= 1
,

N )

1一劝
一一A式中

ZQ
‘+ 4Q

‘_ : 一 R 。_ : h‘

一 帆瓦
- -

-

n Z / 1
.

1 \
”, 一 3

气万
‘ + *‘+ 1

)-
ZQ

‘+ 1 + 4 Q
‘一 R

‘h‘+ 1

h3 ‘+ i △‘+ l

ZQ
‘一 , + 4 Q

‘+ R ‘
h
‘

一一 两入厂
-

一

l
C : =

1

3h‘+ i

ZQ
‘+ 4Q

‘+ : + R ‘+ ih . + i

-

一朽
十

丙
+ ,

一
D ‘= +

F : 一 F ‘一 1

h Z‘△‘巩
一

蜘F.+l一h2.+l
二

。

fQ
‘+ Q

‘_

八
。 t = 1 十 。 吸一 二

几 石一 I

\ 月 曰‘ /

( 3 ) 仅包含二阶导数值的方程是
:

A .

M护李; + B o

M甲才;+ C .

M留 ~ D
‘

(f= 1
,

N )

式中 A ‘= 冬
十

娜宾旦
。

D O Q 侣

Q
。一 1

h . △‘

B , =
h‘+ h

‘+ i

3

R ‘+ : + ZR

6 △‘+ i

。 +
当华

卜
l+ 可

一。一1
,

一 +
六 、

o 。 ‘ \ 。 ‘+ In ‘+ 1 。 ‘n ‘/

C ‘= 丛
+ 兰

6

ZR ‘+ , + R ‘
Q
‘+ ;

一一硒
‘+ 1 一

’

石石孙
‘+ :

D : =
F ‘一 F ‘一 1

△‘h‘

△: = 1 一
R ‘一 R 卜

l

h‘
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