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大挠度圆柱壳在温度场中的
热弹耦合振动分析
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摘要:  对温度场与与应力场耦合时的圆柱壳的非线性热弹耦合的振动问题, 推导得到了基本的

振动方程, 热传导方程和协调方程,对短圆柱壳运用伽辽金 ( Galerkin)法求解, 得出振幅随时间变

化的数值解,得到一些有价值的结论# 即随着温度幅值和耦合系数的增大, 振动衰减的速度变缓,

热弹耦合效应减弱# 随着长径比、长厚比的增大 ,振幅衰减的速度变快, 同时热振动频率也随之增

大,即热弹耦合效应增强# 耦合系数越大, 轴向应力、轴向力以及轴向弯矩越小# 

关  键  词:  圆柱壳;  热弹耦合振动;  伽辽金法

中图分类号:  O322    文献标识码:  A

引   言

热弹耦合振动是研究当温度场与应变场耦合时弹性体的振动问题# 但是由于研究的难度

较大,一般研究只局限于小挠度线性范围,采用将耦合项线性化的方法简化求解
[1~ 3]# 这种方

法虽然减小了求解难度, 但在较高工作温度下, 这种线性化的方法必然会导致较大的理论误

差
[4~ 6]# 随着温度冲击幅度的增加,线性耦合理论与非线性耦合理论的差别将达到不可忽略

的程度[7, 8]# 因此,非线性热弹耦合理论就成为一重要的研究课题# 

本文利用温度场和应变场耦合时圆柱壳的非线性热弹耦合振动的热振动方程和能量方

程[9] ,对圆柱壳在热弹耦合温度场中的自由振动进行了分析# 

1  基本理论与方程

本文的研究基于以下基本假定:

1) 不计平面内转动惯量和横向剪切变形的影响# 

2) 壳体非常薄,因此由壳中面的横向位移代替壳体内的横向位移# 

3) 温度沿壳体厚度方向呈线性分布,而沿长度方向不变# 
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4) 壳体为各向同性、线性弹性材料,且不随温度的变化而变化# 

5) 温度场与应变场耦合# 

如图 1建立以 x , H, z 为坐标的圆柱坐标系,则 u , v , w 分别为壳体中面上的轴向、切向和

法向位移# 

图 1  圆柱壳的几何形状及坐标系

轴对称大挠度几何方程:
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横向热振动方程
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将(1)、(3)式代入(2)式整理得:
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热传导方程:
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当温度场与应变场耦合时,温度_应变关系由下面热传导方程确定# 

  JT , ii = (3K+ 2L) ATA
5Ekk
5 t + QC

5T
5 t , (5)

其中: J为导热系数, TA为参考温度, A为线热涨系数, C为单位质量的常应变比热, E为弹性

模量, Q为壳体材料的密度, K、L为拉梅系数# 

将 K=
EM

(1+ M) (1 - 2M) , L=
E

2(1+ M) 代入上式并记 Jd =
J
QC , Lt =

EATA
J(1 - 2M) 则可得热

传导方程为:
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由于本文研究薄壳体的振动, 我们假设轴对称的温度场分布,且沿壳体的厚度方向呈线性

分布# 即:

  T ( x , z , t ) =
( T)- h/ 2+ (T ) h/ 2

2
+

(T ) h/ 2- ( T)- h/ 2

h
z# 

引入壳体的热边界条件:

  - J
5T
5n = N( T - TA )   (0 < T < ] )# 

设 ( T) h/ 2、( T )- h/ 2分别表示壳体外、内表面的温度, h i、ho分别表示壳体内、外表面的换热

系数, TA 表示周围介质的温度, N称为壳体的对流换热系数, 且假设壳体的周边为恒温, 即 TA

= 0( TA 表示绝对温度与参考温度的温差)# 则有:

  J
5T
5 z z= h/ 2

= - ho( T ) h/ 2, J
5T
5z z= - h/ 2

= h i( T ) h/ 2# 

将(6)式两端关于 z 沿壳体的厚度方向积分并将边界条件代入可得:
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将(6)式两端乘以 z 再对z 沿壳体的厚度方向积分并将边界条件代入可得:
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至此已经得到了关于壳体横向振动的基本方程组,此方程组是关于 u、w、NT和MT的偏微

分方程组# 当壳体在轴向可以自由移动时或者所讨论的壳体为长壳时, 轴向位移可以忽略,

则控制微分方程变为 w、NT、MT 三个独立变量的微分方程组;而另一方面, 当壳体在轴向方向

的位移被阻止时,则轴向位移 u和侧向位移w 认为是同一量级的,因此在微分方程组中应当予

以保留,则此时的微分方程组是关于 u、w、NT 和MT的微分方程组# 为了不失一般性,在本文

中我们求解关于 w、NT、MT 的方程组# 

为了求解方便, 引入无量纲参数,将(4)、(7)、(8)三式进行无量纲化得:
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其中无量纲参数如下:

  X = x / L , �w = w / h, �MT = L
2
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2
,
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2  两端简支圆柱壳在耦合振动分析

位移边界条件:

  �w | X= 0 = 0, �w | X= 1 = 0# 

力边界条件:

  
52�w
5X 2+ �MT

X= 0
= 0,

52�w
5X2 + �MT

X = 1
= 0# 

利用分离变量法设

  

�w ( X , 8 ) = wmA ( 8 ) W(X ) ,

�MT ( X , 8) = wmB ( 8 ) W(X ) ,

NT ( X , 8) = wmC ( 8 ) W(X ) ,

(12)

其中 wm = w ( x , 0) / h, w ( x , 0) 为壳体的初始挠度# 

位移模式

  W(X ) = sinPX# (13)

设壳体有初始位移, 无初始速度# 即:

  A (0) = 1, ÛA (0) = 0# (14)

设初始温度沿壳体的厚度方向呈线性分布:

  T | t= 0 = (wmW( X ) 1+
z
h

,

其中 ( 为壳体的初始温度分布的幅值,可得:

  B(0) = d
2A(1 + L) ( , C (0) = d

2A(# (15)

将(12)、( 13)式代入(9)、(10)、(11)式并应用 Galerkin原理,再加以初始条件( 14)、( 15)即
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可得到如非线性常微分方程组:
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3  数值计算及结果讨论

对于(16)式给出的关于两端简支的非线性常微分方程组的初值问题,运用 Runge_Kutta

法编程进行数值求解得到了简支法向位移随时间的变化曲线如图2所示# 

图 2 两端简支时法向位移随时间的变化曲线

3. 1  物理参数对法向位移的影响

由图 3可以看出, 随着温度幅值 ( 的增大,

振动衰减的速度变缓,振动频率略有增大, 热弹耦

合效应越弱# 由图 4可以看出, 当时间较短时,耦

合系数的影响非常小,但是随着时间的推移,它的

作用逐渐增大; 当耦合系数比较小时(小于 0101),

可以忽略其影响, 此时的热弹耦合问题可以减化

为非耦合的问题来处理, 当耦合系数比较大时,其

作用就更为显著# 随着耦合系数 D的增大, 振动衰减的速度变缓,热弹耦合效应变弱# 

 图 3  温度幅值变化位移随时间的变化曲线    图 4  耦合系统变化位移随时间的变化曲线

3. 2  几何参数对法向位移的影响

由图 5、图 6可以看出,随着长径比、长厚比(即径厚比)的增大, 振幅衰减的速度变快,同

时热振动频率也随之增大,即热弹耦合效应越大# 

3. 3  耦合系数对轴向力、轴向应力及轴向弯矩的影响
由图 7、图 8可以看到,耦合系数越大, 轴向应力、轴向力越小, 这意味着耦合项就类似于
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 图 5  长径比变化时位移随时间的变化曲线    图 6  径厚比变化时位移随时间的变化曲线

 图 7  耦合系数变化时轴向应力随时间       图 8  耦合系数变化时轴向力随时间

的变化曲线 的变化曲线

衰减器,因此它被称为热弹衰减因子# 

4  结   论

1) 随着温度幅值 (、耦合系数 D的增大,振动衰减的速度变缓,热弹耦合效应减弱# 

2) 随着长径比、长厚比(即径厚比)的增大,振幅衰减的速度变快,同时热振动频率也随之

增大,即热弹耦合效应变大# 

3) 耦合系数越大,轴向应力、轴向力以及轴向弯矩越小# 
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Analysis of Thermal_Elastic Coupling Vibration of

Large Deflection Cylindrical Shell
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Abstract: The governing equation and energy equations for thermal_elastic coupling vibration of cylin-

drical shell were developed. The Garlerkin method was used in numerical process. Some useful result

can be concluded from numerical result. With the increase of the amplitude of temperature and cou-

pling coefficient, the speed of vibration decaying becomes slower and the coupling effect becomes

weaker. The larger the ration of length to radius and length to thickness, the faster the decaying of

the vibration amplitude and the vibration frequency increase. It means the coupling effect gets

stronger. The larger the coupling coefficient, the smaller the axial stress, the axial force and the

bendind moment are.

Key words: cylindrical shell; thermal_elastic coupled vibration; Garlerkin method
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