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摘 要

我们在仁11 中提出并讨论了与R
.

E
.

K al m an 的最优控制反问题不同的另一类线性最优控制的反

问题
:

任给一渐近稳定的定常线性系统和一个非负二次型性能指标
,

问是否可以从该稳定系统 中

分解出一个状态反馈
,

使得这个状态反馈就是给定指标下的最优控制
.

本文将上述问题加以推广
,

对线性离散系统和线性时变系统得出了相应的结论
,

进而得出〔门中提出的渐近稳定系统和最优系

统之间的对应关系是一切线性系统的内在特征
.

一 已I 全扩
、 砂 . 「J

〔1 〕中对线性定常系统提出并讨论 了与R
。

E
.

K al m an 的最优控制反问题不同的另一类线

性最优控制的反问题
。

该问题表述如下
:

(P ; ) 给定一渐近稳定定常系统
:

又二互二
.

4

(l
.

1)

与一个性能指标

J一

{了
(/

·Q‘ + ·, ·
, d ‘

,

Q一c C r

(1
.

2 )

问能否寻求万的一个分解形式万= A 十 B K ,
使对应反馈系统

:

牙= 少 + Bu
,

u== 尸
‘

、

(l
.

3)

恰为 (l
.

2 )确定的J = Jn in 的最优控制系统
,

_

且 (刀
,

B
,

C勺为最小阶系统
.

这里1
’

万为H 盯w it z

矩阵
,

(之(夏)c C : )
; 2

’

万的循环指数为
r ; 3

’

C〔R 票
· , .

我们得出
:

几乎对任意Q = c C气 C〔R :
’ , ,

(P
:

)均有解并给出了分解且的算法
.

我们在本文中对线性离散系统和线性时变系统讨论了这类最优控制的反问题
.

(P么
) 给一渐近稳定离散系统和一个性能指标

:

x * · ;一户‘
。 ·

‘

(1
.

4 )

J = 乙 (叮 O“。干“卜
。
) (1

.

5 )

其中1
’

人(户)在复平面上单位圆内 ; 2
’

户的循环指数为
r
且户年仍 3

’

Q= H H
, ,

H 〔R , ”
.

爷

朱照宣推荐
.
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问是否能将 户分解成 户二F + G K , ,

使系统 矛。* 工
二F , 。十 G 。。 在指标 (1

.

5) 下的最优控制

律恰为
。。= K 气

。 ,

并且分解后的系统 (F
,

G
,

H
,
)是最小阶系统

.

(P
3

)给定一指数阶线性渐近稳定时变系统和一 个性能指标
:

公(乃二才(t )二

‘一

{万
‘·

,
“, Q(‘,

·
(‘, + ·’

“, ’“,
·
“, ,“‘

(1
.

6 )

(1
.

7 )

其中万
,

Q
,

R及 尸
一 ‘

在 〔t
。 ,

。 ) 上连续月一致有界
,

尺(t)> o
,

Q。)== C仕)e
少
(t)》o

,

V t〔

〔t
。 ,

oo )
;

(一 6 )出发的状态转移矩阵必(t
,

t。)满足 !!功(才
,

才。) !!成M
e 一 ““一 ‘。) ,

M
,

a > 0
.

问是否存在

分解式夏(t )= A (t )+ B (t )K
,
(t )(刃

,

B
,

K 在 (t
。 ,

oo ) 上一致有界)
,

使系统 戈二 A (t )二十

B (t)
u 在指标 (1

.

7 )下的最优控制为可t) 二K气t )城 t)
.

更进一步的要求是 (直(t)
,

B (t) )完全

可控
,

(A (t)
,

C ,
(t))完全可观测

.

我们在本文中得出
:

在一定条件下
,

上述两个问题有解
.

因此对一切线性系统
,

渐近稳

定性和最优性之间都有〔1 〕中指出的对应关系
.

这种关系是线性的内在特征
,

这对于深 入 认

识线性系统的本质有一定帮助
.

二
、

线性离散系统

我们先考察定常离散系统与定常连续系统之间的差别
.

对渐近稳定系统来说
,

万的特征

值均具负实部
,

因此江可逆
.

而对渐近稳定离散系统而言
,

户可以有零特征值
,

故户未必可

逆
,

这相当于连续系统中万有一 oo 特征值
.

产生这一差别的原因是离散系统并不都是由连续

系统采样得到
.

离散系统的这一特点决定了可控性与可达性的区别
.

(尸
,

G )的可控子空间为

R (F G
,

⋯
,

F
” 一 ’

G )+ N(F
‘
)

,

其中 l为 F 属于零特征值的根子空间维 数
,

而可 达子空 间为

R义F
,

F G
,

⋯
,

F
” 一 ’

G )
。

由于离散系统的上述特点
,

任给反馈矩阵K , 必能象〔1〕中那样对尸做最优分解
.

下面的

定理说明了保证 (P
Z
)有解K 应满足的条件

.

定理 1 设给定一渐近稳定系统介
十 ,
二户二

。和任意满足 (户
,

分
尹
)可观测之Q二H H , .

存在

K ~ (寿
, ,

⋯
,

k
,

)〔R
” ‘ 护 ,

G 〔R
” ‘ r ,

使F = F + G K r并且系统二。十 : == F 二 , 十 G 叽在指标(1
.

5)下的最

优控制为u * = K
, 二。的充要条件为

:
左正R( 户

,
)( *二 1

,

⋯
,

r)
,

这里 R( 户
,
) = {川 y 二户

, b
,

b〔R
”

}
.

证明
“

充分性
”

由户渐近稳定且 (户
,

H
,
)可观测可得

,

离散 L y a p u n o v 方程
:

尸K == 和几户+ K K耳 Q (2
.

1)

有唯一正定解尸
K ,

若K = (k
: ,

⋯
,

k
,

)〔R
” · r ,

k ‘〔R (户
,
) (*= 1

,

⋯
,

r)
,

则线性方程

尸, 尸K G 二 一K ‘2
‘

2 )

有解口
.

因此下面等式成立
:

(I + G , P : G )K
T == 一 G , P二 (尸一 G K r

) (2
.

3 )

K K , = 一K 俨尸
K
户二一户叩

K

GK
r

(2
.

4 )

将(2
.

4 )代入(2
‘

1)得
尸K = (户

, 一K G勺尸
二
(户一 G K 勺一 K (I + G尸K

G) K r + 口 (之5 )

令F 二F 一 G K , ,

根据(2
.

3)(2
.

5 )两式
,

离散R ie e a ti方程
:

尸== F , 尸尸一K (I十 G , 尸G )K
, 十Q (2

.

6)
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有正
、

定解尸
K > 0

,

并且

K 全 = 一 (I + G , 尸K G )
一 ’‘尸K F

因此系统 x 。十 ,
一F 二 * + G “

。

在指标 (1
.

5 )下的最优控制律为
“。 = K 气

* 〔3 “.

“

必要性
”

若K 〔R
, · ’ ,

G 〔R
。 · r

使户分解为户= F 十‘兀 , ,

并且系统 x * + ,
二F 二。十口u *

在指标 (l
.

5)

下的最优控制律为
“* = K 气

。,

则离散 Ri
o c at i方程 (2

.

6) 有正定解尸
,

且有

(I + G T尸G )K
r = 一 G r 尸F

将户= F 十 ‘兀 , 代 入上式得

K T = 一 G , 尸F

因此K = (k
: ,

⋯
,

k
,

)满足从〔R (F
r
)

.

从定理 1的证明可看出若户无零特征值
,

户可逆
,

则 (2
.

2 )有唯一解G = 一尸蔺‘(户
全
)万

’

K
,

类似于 [ 1 〕中方法可得 (P
:

) 的 解
,

并且分解后的系统 (F
,

G
,

H
少
) 是完全可达完全可观测

的
。

若F不可逆
,

则 (F
,

G )之间可达性需要 另做讨论
.

下面的定理 2对一般的F 给出了 (P
Z

)

的解
。

定理 2 给定一渐近稳定系统 介
+ ,

= 户x 。 ,

叹户)在复平面上单位圆内
,

户奔 。
,

户之循环指

数为
; .

则几乎对所有口= H H
, ,

H 〔R 票
‘ r ,

存在K
,

飞R
” · r ,

使户= F + ‘兀, , “* = g , x * 是系

统% 。十 :
= F 、 , + G “*在指标 (1

.

5 )下的最优控制律 并且分解后的系统(F
,

G
,

H
r
)满足 (F

,

G )

完全可达
,

(F
,

万
,
)完全可观测

.

证明 V H 〔R
” ‘ ’ ,

(F
,

H
,
)可观测的概率 1 成立

.

取K = (k
, ,

⋯
,

k
,

)〔R
“ ”’

满足气〔R( F ,
)

(i 二 1
,

⋯
, r
)

,

由定理1知(2
.

2 )有解‘
,

令F = 户一 ‘兀
,
可得最优分解

.

我们只需证明可达性

与可观测性
.

令尸‘ = G 、,

则 (2
.

2 )变为F , G
,
= 一K

,

V 给定K
,

上述方程 的解集合 {G
,

}为 R
” ‘ 护

中一

子流形
.

反之
,

V q ( R
”二

,

K = (k 斤⋯
,

k
,

)满足从〔R( 户
,
)

,

因此当K 中向量跑遍R( 户
,
)时

,

解集合 {G ; }跑遍R
“ “ , .

考虑映射功(G
,
)= 尸

, 一 ’G , = G
,

类似〔1〕中引理 1可得功在 R
, “ r

原点周围的某个开区域功上

是Cl 同胚
.

因此K 中向量跑遍R (户
,
)时

,

对应(4
.

3 )之解集合 {G ; }跑遍 R
”

二 原点周围的一个

开区域W
.

根据〔4〕中结论可知
:

对几乎所有K 〔R (户
,
)

,

存在 (2
.

2 )之解G 满足 R (G
,

尸G
,

⋯
,

户
” 一 ’G )

二 R
” .

再 由〔lj 中引理 2
,

有尤 = (左
, ,

⋯
,

舟
,

)
,

吞‘〔R (户
r
) * = (1

,

⋯
, r
)

,

使最优分解后的系

统 (F
,

G
,

H
,
)是完全可达和完全可观测的

.

三
、

线性变系数系统

众所周知
,

对变系数连续系统
:
云= A (t) 二 + B (t)

。 在性能指标 (1
.

7) 下的最优控制问

题
,

在 (A (t)
,

B (t) )完全可控(V t》t。)条件下可通过Ri
c
ca ti 微分方程求解

.

若再假设
: 1

,

A (t )
,

B (t)
,

Q(t)
,

R (t )
,

R
一 ‘
(t)在 掩〔t

。 ,

co ) 一致有界 , 2
,

(A (t )
,

B (t)) 一致完全可控

且(A (t)
,

C r
(t) )一致完全可观测

,

则闭环系统是指数阶渐近稳定的
,

并且反馈阵 K ,
(t) 在

〔t
。 ,

oo )上一致有界
r ”’.

这就是我们考虑指数阶渐近稳定时变系统的原因
.

下面的定理部分地解决了问题 (P
。
)

.
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定理 3 假设同(P
。

)
,

再设 t) t。时 (万(t )
,

C ,
(t ”一致完全可测

.

则对任意〔t
。 ,

co )一致有界

的连续函数K (功
,

存在 [t
。 。。

) 匕一致有界
.

且连续之 B (t )
,

卫(t )
,

使
一

奴t)一 刀(t )+ 召(t )K
,
(t )

且系统戈一且 (t)二 + B (才)
u ,

在指标 (1
.

7 )下的最优控制律为袱t) = K
全
(t)双t )

.

证明 考虑下面矩阵微分方程 (L y a p u n o v方程 )

一户二尸
一

万(t卜 万
,
(t)尸 + Q(t) + 尤 (t)尸(*)尤

T
(r)

,

尸(丁)二 o
,

(3
.

1 )

不难证明(3
.

1) 丫才( R有唯一解存在且可表为

p (才
,

T )一

{)
,
·
(
· ,

‘)(Q + K R K ·
,“一 ‘, d

·

这里苗(
T ,

t) 为系统(1
.

6) 的状态转移矩阵
.

由必(
: ,

t) 的指数阶渐近稳定性及K
、

Q
、

R 的一致有界性
.

不难看出 尸(t
,

T ) 对边界T 单

调有界 (即尸(t
,

丁
工

)》尸(t
,

少
2

)
,

若丁
l

》犷
2

)
.

因此 zim 尸(t
,

丁)存在
,

记为户(t)
.

在 (3
.

1 )式

中令T o co 取极限
,

由于诱(
: ,

t) 的指数阶渐近稳定
,

极限与求导
一

可交换
,

故 尸(t) 满足(3
.

1)

且 lim P(t)= 0
.

t 一 ) ‘。

由 (万(t)
,

C 全
(t))--

一

致完全可观测可得 V 汇R
,

有

0 < a ,

(a )I( 不
。

(t
,

t+ a )( a Z

(a )I

其中 研
·

(‘
,

‘+ a

卜j
‘

尹阮 ‘)Q( 动叔
r ,

‘)“
r ,

a l ,

气只与a 有关
,

因此入t)
,

尸
一 ’

(t) 均为一

致有界对称正定的派

令 B 二 一户
一 ‘

(t)尤(t)尺
一 1

(t)
,

A (t. )= 万(t)一 B (t)K
r
(t)

则A
,

B 在伦〔t。
,

co )内一致有界
.

代入 (3 1) 得Ri
c c at i微分方程

:

一P二 P月
、

(t)+ 月
,
(t)P 一P B (t )R

一 ’

(t)B
r

(t)P + Q (3
.

3 )

有一致有界对称正定解户(t )
, _

目
.

户(t )二 Ii m 尸(t
,

T )
,

尸(t
,

T )是 (3
.

3 )满足边界条件尸(T )= 0

的解
,

并且K ,
(t) = 一 R

一 ’

(t)B
T
(t )P (t )

,

所以 u (t)~ K T
(t)二 (才) 是系统交二A 汁)x + B (t)

u在

指标 (1
·

7 )下的最优控制律
·

为保证怡
.

1 )的解户(t )及其逆户
几 ,

(t )为一致有界正定
,

我们茄了 (万(t )
,

c ,
(, ))一致完

全可观测的条件
.

这样对指标的选择有了极大限制
.
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