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摘 要

利用泛系方法论研究非线性问题不必考虑微分流形与线性空间的相应条件
,

也没有连续 性 的

要求
「1 , , 〕.

文献〔2〕在泛系框架下
,

已把浑沌
,

引子
,

怪引子等的研究转化为相应的不动子集的 研

究
,

并给出了它们存在的一些条件
.

本文就是在这个基础上进一步研究它们的泛系逻辑守 恒 性
,

也就是它们的泛系形影之间的某些相对不变性
.

我们已在泛系方法论的框架下
,

把非线性问题的研究转化为不动泛系的研究
‘“’.

利用泛

系方法论研究非线性问题
,

不需要特化的分析结构
,

拓扑结构与线性结构
〔‘, “’.

而不动 泛系

则是传统不动点理论的补充与发展
,

它不需要诸如拓扑
、

线性
、

连续性
、

凸性
、

紧致性
、

闭

性等这些较苛刻的限制
,

当然所得结果也相应地弱了一些
,

不动点变成相对不动子集
,

但却

有较强的适应性
.

本文在〔2 〕的基础上研究浑沌
,

引子
,

怪引子及一些相对不变子集的 泛 系

逻辑守恒性
.

一
、

泛浑沌
、

泛引子与泛怪引子

首先我们介绍一些将要用到的符号及有关结果
。

设G 为一给定的非空集合
,

G 的子集的

全体记为 P (G )
,

g〔P (G )或 夕c G
Z

为 G 上的二元关系
,

I二 {(二
,

二 )}二〔G }
,

夕一 ’= {(x
,

梦){

勿
,
x )〔g }

。

若二〔G
,

刀c G
,

定义

‘
0

9 == {, }(二
,

, )( g }
,

D
o

g 二 U x
o

g
x (D

,

夕, x = {夕}(,
,

劣)〔g }

g , D 二 门
g (D

g * 夕二 {二 }V , 〔D
,

(二
,

, )在g }

类似可定义夕
。

,
,

夕
o

D
,
% , 夕及D 。夕

.

定义 设 g c= G
Z ,

刀c G
,

若 D
“

门g = 小
,

则称D 为关于 g 的泛浑沌 ; 若对任意 x 〔G 一刀

(即戈〔刀)
,
戈

。

g 门D 今小
,

则称D 为关于 g 的泛引子 ; 若 D 同时为关于 g 的泛浑沌与泛引子则

称D 为关于g 的泛怪引子
.

下面几个定理在[ 2] 中已证明
,,

它们是 以下讨论的基础
,

设 g c G
“ ,

D c G

定理 I D 为关于 g 的泛浑沌
,

当且仅 当对任意二
,

y〔D
,

必有(二
,

刃 趁g
,

(y
,

川 〔g.

定理 Z D 为关于 g 的泛引子
,

当且仅当对%〔刀
,

存在 , 〔D
,

使 (x
,

妇〔g.

关
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定理 3 D 为关于 g 的泛浑沌的充要条件是D c g 关D
.

定理 4 D 为关于g 的泛引子的充要条件是 D D 尹D
.

定理 S D 为关于g 的泛怪引子当且仅 当 g ; D 二D
.

定理 3 ~ 定理 5指出
,

泛怪引子
,

泛浑沌
,

泛引子分别对应于以下三类不动子集
:

尸S :
(功 = {D ID 二G

,

D 午小
,

D = g , D }

F S ,
(g )二 {D JD c G

,

D 奔小
,

D 已 g , D }

F S ,
(g )= {D ID 二G

,

D 今小
,

D D g , D }

下面的定理忆z ’给出各类不动子集存在的一些条件
.

定理 6 设 g * G 钾小
,

且对% 〔g 二G 必存在梦〔g 二 G 使 (二
,

, )〔g
,

贝l{g *
口〔F S ;

(夕)
.

定理 了 若定理 6的条件成立 且g 为传递关系
,

则 F S ;
(g) 有且仅有一个元素

,

这个元素

就是 g 二 G
.

定理 8 若存在 D c G 使 门 g ‘的 * D 今小
,

则F S ,
(g) 斗小

.

这里了
” ’; D 按下述方式定义

g ‘” ’ , D = g ,
(夕

‘界 一
” , D )

,

夕‘2 , * D = g ,
(g

; D )
,

g ‘。’ , D = D
.

定理 9 若存在D c G 使 U 夕‘价 * D 今小
, ‘

则F S ,
(g) 寺小

.

几 . 1

定理 10 设D 仁G
,

D 钾小
, 。

(二)为D 的特征函数
,

则下列命题成立

1 ) 若 e
(“)( m in {e (夕)1夕〔夕

、二 }
,

则D 〔F S ,
(g )

2 ) 若C
(“)》m in {c

(v)}, 〔夕
二 x }

,

贝!jD 〔F S ,
(夕)

3 ) 若 e
(
二
)二 m in {e (夕) !夕( g 二二 }

,
I廷(}D 〔F S : (夕)〔”

定理 11 若D 为关于g 的泛浑沌
,

则尹D 为关于g 的泛引子
,

相反
,

若D 为关于 g 的泛引

子
,

则g , D 为关于 g 的泛浑沌
。

定理 12 设f
,

g 二G
Z ,

若 D ,〔F S ;
(g )

,

D
Z
〔F S :

(g )
,

则 D ,
U D

Z
〔F S ;

(夕门f)
,

若 D
,

门

D
Z
斗小

,

则D ,
自D :〔F S ,

(fU夕)
.

对于作用 go D = 笼二】夕〔D
,

(,
,

川〔g } 的不动子集有下述结论
:

定理 13 若对 V x 〔G
,

go %年中
,

则必存在D 仁G
,

使 D 二 go D
.

定理 14 若存在D
*

已G
,

使D
,

c g * D : ,

则必存在D c G
,

使D = go D
.

二
、

逻 辑 守 恒 性

下面我们来讨论泛浑沌
,

泛引子
,

泛怪引子及 一 些相对不变子集的泛系逻辑守恒性
,

即

它们的形影之间的某些相对不变性
。

在下面所有讨论中若没有特殊的声明
,

我们总认 为 g
,

f为‘上的二元关 系
,

D 为G 的非空子集
.

定理 15 设f
,

g 〔 G
“,

D 已G
,

下面的等式成立
.

刀;
(jo D ) = (go f)

二D
.

证 设二〔尹 (jo D )
,

即丫夕〔fo 刀
,

(二
,

妇 石9
.

另一方面若 夕〔fo D 则对丫: 〔D
,

(夕
,

z) 〔

f
.

这样对 V 之〔D
,

不存在夕〔G 使 (二
,

夕)〔夕及 (夕
, :

)〔f同时成立
,

即 (二
, :
)〔g o

f(丫
: 〔D )也就

是说
,

x 〔(夕
o

f )
, D

,

这就证明了夕
*
(f

O

D )〔 (g
o

f)
* D

.

现在来证明发向的包含关系
.

设二‘。
二

(f
。

D )
,

即存在。〔f
。

D 使(二
,

。)〔。
.

于是存在
: ; D



不动泛系定理与浑沌的泛系逻辑守恒忆

使 (夕
,

司〔f
,

(二
,

川〔gl 司时成立
,

即存在 z 〔D 使 (二
,

司 〔ga f
,

也就是 二石(go f)
二
D

.

这就证明

了g ‘

(f
o

D )D (夕
O

f )
, D

.

定理 16 若对任何 D
,

已G
,

fo D
I

门了
。

D
:
二小

,

则f
。

(g
,
D )江 (f

。

动 * D
,

V D 江G
.

证 若 二〔f
。

(g
*
D )则存在梦〔酬D 使 (

x ,

川〔f
,

由算子
*

的定义知对 丫z 〔D
,

(夕
,

z) 〔9
.

这

样当 , 〔g
二
D 时

,

对丫: 〔D
,

(夕
, :

)〔9
.

另一方面
,

若存在 , l
〔g , D (即 夕,

〔g ,
D )

,

使 (二
,

, ;

)

〔f
,

即x 〔f
。

(舀万万了于是
二〔fo (g

二
D )门f

。

(乒西万
,

这与定理假设矛盾
,

故对 丫, 西蕊lj
,

(二
,

妇

乙f
.

这样对 V z 〔D
,

不存在 , 〔G
,

使 (二
,

川〔f与(夕
,

z) 〔g 同时成立
,

即(二
,

z) 石f
o

g
,

丫二〔D
.

所以二〔(f
。

功
* D

.

证毕
. ,

定理 17 若对任何 二〔G
,

知 f今小
,

则对丫D 已 G f
。

(尹D )D (f
。

动
二D

证 设 二〔(f
。

功
二D

,

即 V : 〔D
,

(x
,

习 石f
o

g
,

所以不存在 , 〔G
,

使对丫z 〔D
,

(戈
,

川〔f
,

(,
,

z) 〔g 同时成立
.

又由 咖 f寺小
,

故存在从〔G
,

使 (二
,

, ,

)〔f
,

显然
,

(梦
1 ,

z) 〔g
,

V : 〔D
.

所以 , ;
〔g , D

.

也就是说存在夕
,
〔尹D 使 (二

,

g :

)( f
.

即二〔f
。

(尹刀)
.

证毕
.

由定理 16 及定理 17 得

定理 18 设 V 二〔G
,

“f年小
,

V D
,

口G
,

fo D
,

门fo D
工
= 小

,

则对任意D 二G
,

f
o

(g
, D ) = (f

0

9 )
, D

由上述结果可推得下面的定理 19 ~ 定理23
.

定理 19 设 fo g ” g
o

f
,

又对任意D
,

二G
,

fo D
,

自jo D
,
= 小

,

若 D 为关于 g 的泛浑沌
,

则

f
o

D 亦为关于 g 的泛浑沌
,

即 fo D 二 g 《 jo D )

定理20 设fo g = go f
,

V 二〔G
,

知 f午小
,

若 D 为关于g 的泛引子
,

则 fo D 亦为关于 g 的

泛引子
,

即 fo D D g 《jo D )

定理21 设 fo g = 少 f
,

对 丫x 〔G
,

“f斗小
,

V D
I

已‘
,

f
o

D
,

n fo D
I
一小

,

又若 D 已G

为关于 g 的泛怪引子
,

则jo D 亦为关于 g 的泛怪引子
,

即 jo D = g :
(fo D )

定理22 设 jo g = 少 f
,

V * 〔G
,

知f今小
,

V D
:

仁G
,

fo D
:

n fo D
,
一小

,

又设 刀~ go D
,

则 f
* 刀= g

。

(f
, D )

定理23 设对任意 二〔G
,

如f今小
,

V D ;任 G
,

jo D
,

自jo D
,
= 小

,

又设 f
一 ’。

f一 I
,

D =

g
o

D
,

贝IJ f
, D = (f

。

夕
o

f
一 ‘

)
o

(f
二 D )

设 V D
、

已 G
,

f
O

D
,

n f
。

乃
:
一小

,

f
一 ’。

f = I
,

又D 已尹D
,

于是

(f
o

g
o

j
一 ’

)
, (f

o

D )= (f
o

g
o

f
一 ‘o

f )
二
D = (f

o

g )
, D O f

o

(夕
二 D )习f

o

D

由此有
定理24 设 V D

,

仁G
,

f
o

D
,

自f
。

力
;
= 小

,

f
一 ‘。

f二 I
,

又设 D 二g , D
,

则

f
o

D c (f
o

g
o

f
一 ’

)
,
(f

o

D )

类似可得

定理2 5 设丫二〔G
,

, f寺小
,

f
一 ‘。

f= I又设 D D g , D
,

则 f
o

D 习 (f
o

g
o

f
一 ‘

)《fo D )

定理26 设 V D
,

二G
,

jo D
;

门jo 力
,
二小

,

V 二〔G
,

” f今小
,

f
一 ‘。

f = I
,

又设 D 一酬 D
,

贝IJ f
o

D = (f
o

g
o

f
一 ‘
)

,
(f

o

D )

定理 24 ~ 定理26 的条件可以减弱而结果不变
·

定理 2 4
‘

设D 二G 为关于g 的泛浑沌
, _

巨jo D 门fo D 一小
,

则 fo D 为关于 fo g
o

f
一 ’

的泛浑

沌
,

即 f
o

D 二 (f
o

g
o

f
一 ‘

)
,
(f

o

D )

证 设
‘

、〔(f
o

g
o

j
一 ’

)
*
(f

o

D )
,

于是存在 g〔f
o

D 使 (二
,

, )〔f
o

g
o

f
一 ‘,

由此存在 (
z ,

。 )〔夕
,

使(二
,

习( f
,

(夕
,

。 )〔f
.

若叨〔刀
,

则夕〔f
·

D n f
。

刀
,

这与定理假设矛盾
,

于是 功(D
,

但 D c=
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尹D
,

故 :
,

。不能同时属于D
,

由此 z (刀
,

即二石f
o
D

,

于是 fo D 二 (j
。

go f
一 ‘

)
二
(f

。

D )

定理 25
产

设 V x 〔G
,

fo 二寺小
,

。 f钾小
,

又设 D 为关于 g 的 泛 引子
,

则 fo D 为 关 于

f
o

g
o

f
一 ’

的泛引子
,

即 f
o

D D (f
o

g
o

f
一 ‘

)
二
(f

O

D )

证 设 二在fo D
,

则必二〔f
o

D
.

于是存在 , 〔D 使 (二
,

川〔f
.

因D D g 二D 则若 夕〔D
,

必存在
: 〔D 使 (y

,

习〔9
.

由定理条件知存在叨〔G
,

(功
,

z) 〔f
,

于 是 。〔jo D
,

(
: ,

w ) 〔j
一 ‘ .

综合上述

知存在、〔fo D 使 (二
,

。 )〔f
o

go f
一 ‘,

即二〔(f
o

go f
一 ‘

)钊fo D )
.

证毕
.

定理26
‘

设 D 为关于 g 的泛怪引子
,

f满足以下条件
,

f
O

D 自f
。

乃 , 小
,

V 二〔G
,

如f斗小
,

fo 二等小
,

则f
o

D 为f
o

g
o

f
一 ‘

的泛怪引子
,

即 fo D 二 (fo go f
一 ‘

)
。

(fo D )

为了进一步讨论引入以下定义

f . 夕垒{ (二
, z

)l二(G 八 z 〔‘八 V y [ (梦
, z )〔g 八 V : 〔‘〕八 (二

,

夕)石f }
,

f
二g 垒了丽

,

由定义直接导出

定理 27 下面关系成立 f袱g 二D )二 (f
二
g)

, D = f
二 g , D

定理 28 设介 g 二 g *
f

,

又设D 为关于 g 的泛怪引子 (泛浑沌
,

泛 引子 )
,

则f
关D 为 g 的泛

怪引子 (泛引子
,

泛浑沌)
。

由定理 15
,

1 8及 2 7得

定理” 设D 为关于 g 的泛怪引子
,

又丫D
l

c G
,

fo D
;

n fo 乃
,
= 小

,

f
一 , 。

f二I
,

V 二〔G
,

二
。

f年小
,

则 f
, D 为关于 (f

二
功

。

g
o

f
一 ‘

的泛怪引子
.
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