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摘 要

本文提出 了弹性平面孔洞形状优化的复变函数方法
,

充分利用了复变函数方法分析孔洞应力的

有效性
,

进行应力分析
.

对孔洞形状的优化
,

是将保角变换函数中的一些系数做为 设计变 量
,

采

用敏度分析和梯度法降低绝对值最大的周向应力
,

同时使绝对值次大的 周向应力不超过绝对值最

大的周向应力 (这两个周向应力实际是周向应力的两个极值点处的周向应力值) 逐次迭代修正 保

角变换函数中的系数值
,

直至绝对值最大的周向应力降低至绝对值次大的周向应力相等为止
.

这个

方法保证了应力解在边界上的连续性
、

可微性和高精度性
,

比差分法和有限元法有着明显的优越性
.

一
、

弹性平面多孔洞应力分析的一般理论和方法

根据文献 〔1 〕
,

〔2 〕
,

〔3〕我们对图 1 所示的弹性平面有任意多个
、

呈任意形状
、

任意排列

的孔洞
,

在外力作用下应力分析 问题提出了一般解法
。

应力函数取下述形式
:
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二
、

弹性平面多孔洞形状优化一般方法

在弹性平面多孔洞问题中
,

反映孔洞的形状的是 (1
.

2)
,
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.
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.
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析中
,
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.
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,

因为这个函数只是在满足

其它孔的边界条件时
,

反映该函数所代表的孔的影响
,

而它所代表的孔边形状的某些变化
,

对其余孔边应力的影 响相当小 (当各边不是非常接近时)
,

一般
,
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解法 采用迭代法
,
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.
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3 ) 对 k 以外的各孔分别进行上述优化之后
,

再进行应力重分 析
,
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C〕a ,
·

d 口

当 P = O 时
: 1 2一 A R

(
C

l
+

- C
I

C
3

C

C全C
s

C
么

3C
3
C。

C

\ / C
:

夕一
。,

火一亡

C
,

C
二

\
_

C
二

十 一几‘矿竺一 , 一污a , 一
~

式
七

一
/

一

七

当 P二 1
,

3

当 P= 2时

时
,

I : = 0

‘2 一 ““

(cs
+

一

毕
一

)
一

令
。 ;

当 P= 4时
,

I
:
== 刁R C

。

当 p > 5时
,

几二 0

由边界条件 (1
.

7 )
,

(1
.

8 )可 以得 到关于
a 。,

b。联立线性代数方程组
.

但由于该问题的

特殊性
,

为求出孔边周 向应力
,

用以优化孔形
,

只要求得应力函数 甲 (幼
,

即只 要求得未定

系数
a 。 即可

,

这可由上述的 (1
.

7 )边界条件得到的方程组直接求得
.

因此在本问题中 (1
.

5)

的边界条件就不需要了
。

将由(1
,

7)得到的结呆整理如下
;
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A ; 1 A l s o

A
3 , 1 0

0 0 1

1 {
a ‘

) !
B ‘

)
}

’

}
““

{
”
}

B 3

{
’

A
’

R

」 ta s

j 〔风 J

(3
.

6 )

一

!
一一

其中
,

令 P二 1
,

并考虑到

一
_ J , _

C
,

万= Z丑
.

丑
I t

二 1 一一苏
-

七

C
;
C

。

C
2

A
, :
= 一 3C

。

/ C
,

A
3 1 = 一C。

/ C

B
:
= 一C

I
一

C
I
C
。

C

C全C
。

C
2

3C
s

C
。

C
一 ZC

B 3 = 一C : 一
C

,
C
。

C

,

B
。
= 一C

。

由 (3
.

6 )解得 ;

a l
一
异

a 3
一
令

B一B
3

·

A
; 3

A
: ; 一A 受

:

/ 3

= B
:
A 一

a IA 一s

3

G .

凡 = 万
= 一 C

。
·

A

由于在孔 边上 a , = O
,

所以孔 边的周向应力 a ,
为

.

少沙罗
:

旦叫夕生望‘邺丝士爪‘竺时
P

;
+ P Z e o s 2 0 + P

o e o s 4 0 + P
‘e o s 6 0

(3
.

7 )一一

, .已

1
.、.户少、户百月

。 「切尹

〔a
仃口== 4 长e l 石

L 曰
‘

L口

其中
;

:
1
一 , e

Z
+ 。 : e

;
+ 9 a 3

e
3
+ 2 5 a 。

C 。

)
T Z = 一A CC , + (“C

3
一 C )a

, + “(C
,
+ ”吼 )“

3 + ‘”几C
3

{
T

3

一
3A C

’

C 3 + sa ‘C 。+ sa o
C
‘
一 3C a 3

}
犷

‘
= 一s e a 。

一 SA C
·

C
。

)

(3
.

8 )

、...、了...2P : = C Z + C全+ g C孟+ 2 5C要

P
:
= 2 (一C

·

C
;
+ 3C ; C

3
+ 1 5C 3C 。

)

P
3
= 1 0C

I

吼一 6 CC
3

P
‘
= 一 1 0C

·

C 。

(3
.

9 )

很容易验证
,

当 C = 1
,

C
;
二m

,

Ca 二C。= 。时
,

(3
.

7) 式即 退化为椭圆孔的己知结果
:

1一 m Z
一 Zm + Ze o ss

_ ,
_

、 ,

一 ~
、

_ , , . ,

~
, 、

_

_
,

_

、

丙 = 互干而
恋二骊而亏万夕- p 沙 为尤男远处均匀拉应刀 )

孔洞形状优化结果如表 1 和图 3
,

4 所示
.

例题 2 无穷远处为零应力状态
,

孔边受均匀水压力 P 作用
,

试求最优孔形
.

应力函数仍应用 (3
.

5 )式
,

但 A = B 二 0
,

此时孔边的边界条件 (1
.

7) 的右端项为
:

,
1
+ *r

: 一‘

{
。
(X + ‘Y )d s一

, ‘

= 一PR (C a + C
;

/ a + C
s

/ a
s + C。

/ J
S

)

式中 X
,

Y 分别为边界力的 x
,

y 方向的分量
,

t为边界点的复坐标
。

所以 (]
.

7 )成为
:

刹咖 , ,

da+ 裔手箫雨
, da
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图 3 无限远处均匀受拉最优孔形 图 4 优化孔形孔边应力a 。的分布曲线

1 工 二万下万子 _ . J _ _ P R 未
, 。 _

,

。 , _ .

。
, _ ,

个 2 二* 岁
w 气。 ) 。

‘

“ 。

一
2耐 岁、b 。 甲 灿“ 口 卞 七 3 / 。

+ C
。

/a
“

)砂d a

上式右端项的积分可由例题 1 得到
,

只要令例 1 结果中 的 A = B = O 即可
.

右 端 项 积 分 几

为
:

当 P == o 时
,

I : = 一PR C ,

当 P二 1
,

3 时
,

I 。 = O

当 P= 2 时
,

I : = 一PR C :

当 P= 4 时
,

几 = 一P尸C 。

当 P= 5 时
,

I
:
二 o

,

采用 ( 3
.

6 )式
,

但 B ,
·

A , 一 C
, ,

B
3 ·

A = 一C 3 ,

凡
·

A = 一 c
。

解得
:

a l
= 一R

一C ; + C
3 ·

且
, 。

A
, ,
一A 圣

3

/ 3

a 3
二

一

令一
C 3

一导
一

,

令一C6

因为孔边应力 a ,
”一P

,

令 P二 1
,

又
、,尹、..尹
苦

a e + a , 二 4 R e
中产( a

。 ,

( J

心 一‘十 ‘Re 〔殿笼才黔淤普爵 〕

= 1十 4
·
T

;
+ T : e o s2 0 + T 3 e o s 4 0 + T ‘e o s 6 8

P I + P
Z e o s 2 0 + P

3 e o so + P 4 e o s 6口

式中的 T , ,

T
Z ,

T
3 ,

T 4 ,

P 工,

P
。,

P
3 ,

P
4

仍 采用 ( 3
.

5 )
,

(3
.

9 )式
,

( 3
.

1 0 )

只 是 A 二 B 二 O而

已

当 C 二 1 C , 二 m
,

C 3
二 C 。

二 O 时
,

( 3
.

10) 式退化为为椭圆孔时的 已知结果
:

。 , 一 李
试之寡黯

,

(Pk
孔边均”法向压应”值 ,

孔边形状优化方法仍如前述
,

结果示于表 1 和图 4
,

图 5 上
.

我们将陆续 做出其它更复杂一

些问题的孔形优化的结果
,
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J,
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图 5 内孔均匀受压最优孔形

四
、

结 论

本方法是解析解
,

所 以具有很高的精度
.

第一个例题中优化 结 果
,

最 大 拉 应 力 降 低

(5 一 2
.

7 3 3 ) / 5 = 4 5
.

3帕
,

第二个例题最大拉应力降低 3 8
.

3肠
.

其它的方法如差分法和有限元

法不仅工作量大
,

且孔形曲线沿周向是不可微的
,

因此应力集中系数的差 异颇大
,

这也是差

分法
,

有限元法分析应力集中问题的最大弱点
。

在本文的例题中
,

即使增加保角映射函数的

项数
,

也不会对周向应力产生多大的改善
.

当然本法的局限性是要求材料相同
,

如果是平面

应力问题
,

且要求板厚相同
。

从这方面来看没有有限元法灵活
。

表 1

沿短半径方向无穷远处均匀受拉 i 内孔受均匀压力

椭圆卜竺至犷之二互竺旦夕士二生
J (0

.

) 一3
, a ( 9 0

.

) = 0

C二 1
.

I T6 7 1

C 玉= 0
.

2口5 6 7

C , = 一 0
.

1 7 6 7 1

C : = 0
.

0 3 7 7 6 0

a ( 0
.

) = 2
.

7 3 3

口( 3 9
.

)二 2
.

7 3 3

C = 1
.

0 582 0

C i = 0
.

3 2 5 13 6

C 3 ~ 一 0
.

0 58 23

C S= 0
.

0 0 8 19 7 1

映射函数数系

a (0
’

) = 1
.

8 3 6

a ( 2 4
.

) 二1
.

8 36

优化孔

a ( 6 1
.

) = 一 0
.

98 4 8

局部极值限

, .J, .J, .
.

1,工,自几O
.JrL
.JtesL

[ 4 ]
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Abstra e t

In this pa p e r , a e o皿p le x v a ria ble fu n e tio n m e th o d fo r so lv in g the h o le s ha p e o p tim i
-

z a tio n p r o ble m in a n e la stie p la n e 15 p r e s e n te d
.

In this m e th o d
,

th e s tr e s s e s in h o le

p r o ble m s a r e a n a lys e d b了 t ak in g a d v a n ta g e o f th e e ffie ie n ey o f th e eo m p le x v a r ia ble

fu n e t io n m e th o d
.

T o o ptim iz e th e h o le sh a p e ,

the eo e ffieien t s in eo n fo rm a l m a p p in g

fu n e t io n s a re ta k e n a s d e sig n v a r ia ble s , a n d the se n s itiv itv a n a lysis a n d g ra d ie n t tn e th o ds

a r e u s e d to r e du e e th e la r g e , t e ir e u m fe r e n tia l st r e s s in a b so lu t e v alu e a n d a t th e sa m e

t im e to m a k e the s e e o n d la r g e s t e ir皿m fe r e n tia l str e ss in a b s o lu te v alu e n o t e x e e e d

th e la r g e st o n e (in fa e t
,

the se tw o st r e ss e s a re th e st a t io n a r y v a lu e s o f th e e ir e u m fe re n
-

tia l st r e s se s)
.

T he e o e ffieie n t s in eo n fo rm a l m a p p in g fu n e t io n a r e re v is e d b y ite ra tio n

s te p b y s te p u n til th e la r g e st e ir eu m fe r e n tia l s tr e ss in a b so lu te v a
lu e 15 r e d u e e d t o the

s e e o n d la r g e s t s t re s s
.

T五1 5 m e th o d g u a ra n te es the e o n t in u ity
,

d iffe r e n t ia b ility a n d a e e u r a e了

o f th e s tr es s s o lu t io n a lo n g th e b o u n d a ry
, a n d it 15 e v id en t th a t this m e th o d is b et te r

tha n e ith e r the d iffe r en e e m e th o d o r the fin ite e le m e n t m eth o d
.


