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摘 要

本文在求解塑性力学问题中
,

采用了量子电动力学中著名的D ira c矩阵和Pau n矩阵
,

使求解塑

性应力增量的问题变得十分简单
.

一
、

RlJ 亩

在文献〔1~ 6〕中
,

我们业已证明
,

利用量子电动力学中所引入的 Di
r
ac 矩阵和 Pa ul i矩

阵〔7 , . ’,

对方程的降阶进而求解是卓有成效的
.

这种方法
,

理所 当然要被吸收到塑性力 学中

来
.

塑性力学与弹性力学相比较
,

主要表现在方程中出现Lev y 一

M ises 或Pr an dt l
一
R eu ss 理论

比例关系数d几
.

这与在塑性区域中
,

材料的应力应变关系的不确定性有关
〔9 ’.

作为方程中多

出一个未知函数 d几的补偿
,

为使方程组仍呈封闭性
,

又添加了一个标量方程
,

即所 谓 vo
n

M ise s 屈服条件
.

这个标量方程呈二次型
.

塑性力学所有困难中
,

除了应变增量和位移 增量

的方程组为非线性方程外
,

主要的困难集中在这个二次型的 标 量 方 程 上
.

但我 们 知 道
,

Di
r ac 矩阵和 Pau li 矩阵在处理这种呈完全平方项之和的方程时

,

是有其优越性的
.

它 能 使

方程降阶
,

其代价只不过是增加方程的个数
,

而方程数的增加
,

有成熟的矩阵解 法 “ , ’和 计

算机解法
.

本文就是在这种思想的指导下展开的
。

本文讨论的理论模型是塑性流动理论 中的刚塑性材料
.

为了说明D ir a c
矩阵和 Pau h矩阵

在塑性力学中的用途
,

我们集中讨论塑性应力增量的求解
,

而对于非线性的位移增量方程的

求解
,

只是一带而过
。

当我们讨论 D ir a 。矩阵和Pa ul i矩阵在塑性力学中的应用时
,

我们预先将所有的力学量都

解析延拓到复平面上
.

最后的结果可以通过取实部而得到
.

另外
,

已解析延拓到复平面上的

每一个力学量都定义为 H ilb er t 空间中的一个复矢量
.

关于本文的符号
,

基本沿用文献〔9〕
.

在不引起误解的前提下
,

我们使用以下简写符号
:

d几 - )

d e , ‘
.

- ) 君夕‘

(理论比例 系数 )

(应变增量)

,

钱伟长推荐
。
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本文的结果表明
,

文的方法得到解决
.

沈 惠 川

d a 。

一
丙

。
(应力增量)

d 晰

一
v ‘

(位移增量 )

凡属由完全平方项之和的方程所引起的非线性问题
,

都可以用类似本

二
、

理想刚塑性材料的三维问题

在文〔5 ~ 6〕中
,

我们研究了理想刚塑性材料的平面应变问题
.

使我们印象最深刻的是
,

塑性应力增量同样可以用一个双调和函数来表示
.

在下面的推广中
,

我们将牢记这一点
.

理想刚塑性材料的三维问题
,

其基本方程如下
:

N a v ie r 方程

a J‘
,

, = O

V e n a n t一v o n M ise s 方程

(2
.

1 )

1
, . 、 ,

/ 1 八
。

\ 。
e j ‘= 万 L” ‘

, ‘一 U ‘, ’) “ 几

戈
a “一 了甘

o , ‘/
,

口“。 , ’ (2
.

2 )

v o n M is e s 屈服条件

a , ‘一

孟
。“, ‘

)
‘
一 2“

2

(2
.

3 )

方程组 (2
.

1) 式
、

(2
.

2 )式和 (2
,

3 )式共十个标量方程
,

未知函数也是十个 (a,
, , 。 , 。, 。‘,

幻
.

在方程组 (2
.

2 )式中
,

还隐含着不可压缩条件
e 。 , = 0 (2

.

4 )

重复出现的角标按 Ei ns te in 约定求和
.

对理想刚塑性材料的三维问题而言
,

我们定义应力增量a, ‘
(j

,

‘= 1
,

2
,

3
,

内
‘
一山力为

H ilb e r t空间中的六分量复矢量
,

并引入 6 x 6 反对易矩阵
,

月
。

(
a ~ 1

,

2
,

3
,

4
,

5
,

6 )
,

它们满足

关系『’‘~ ‘2 ’

刀
a

口
。
刀

。 + 刀
c

刀
。
刀

a
= 占

a 。
刀

。

+ d
。。
刀

。

(2
.

5 )

定义六分量单位矢量
e e

= (1 1 1 1 1 1 )
r

(2
.

6 )

则 (2
.

3 )式可用下列方程来代替
:

; ,
,

(2 a
l! 一 a Z :

一卜
一

奋刀
艺

(2“
2 2 - J 3 3

一
,

刀
3
(2 a 3 3

一 a , , 一 a Z :
)+ 丫百尽

4a : 31一3
十

+ 了万 刀
。a 。:

引入M a x w el l应力增量函数
,

甲: ,

口11 = 甲3 ,2 : + 甲2 ,
s3

,

a : 2
= 甲

1 , 3 3 + 甲
3 , : l ,

a 3 3
二 甲

: , 1 1
+ 切

1 , 2 : ,

+ 了丁 刀
. 0 1 : = 了万舫

。

甲2 ,

甲s :

(2
.

7 )

a 2 3
二一 中1 , 2 3

(2
.

8 )甲中一一一一一一吼吼

式中沪
, ,

甲: ,

叭亦为 H ilb e r t 空间中的六分量矢量
.

将 (2
.

5) 式代入方程 (2
.

7 )式
,

有

[(
一

协一杏附树
一

潞
+

(:
:

雪
一

刀
1
+

邻
一

汹撬一丫厄刀4百戈户元」叭
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1
。

1
。
、 护

.

/ 1
0

1 0
.

2 。
、 az

, 。

护 1
一 了热一 丁口

3

)碱f十戈一3 户‘
一 了户

“
十 3 户

”

)
一

而畜一 衬 Z p “

呱呱」
甲2口刀

.2一3

1 。
.

2 。 1 。 \ a 2
.

/ 2 。 1 。 1 八 \ a Z ,

一
。 a 2

1
一百向 十

一

宫八一万热少。
二圣十、丁两 一 3 热一 3

一

脚)
一

击至一犷 2 八而
、

旅
2

」叭

丁左
e 。

(2
.

9 )

曰队�盯以�了十+=

令

1
, 。

切z
二梦一

~

万 月户4 召6 义2义 3 ,

O

1
切2 = 梦2 一飞

O

一

切
6 e o x 3二1 ,

* 3
一 ,

3

一;切
。e 已二 1 , 2

(2
.

1 0 )

则 ( 2
.

的式化为齐次型
:

!(一扣
一

合阶补)聂
+

(一委
一

刀
1
+

誉几
一

汹袭
一

打
月
‘

蒜
3

]tol
十

!(
一

;
一

八 一

互
几 一食ns) 盛

一

十

(
一

扣
一

孙
+

易ns)
一

纂
一

、
;

蒜
一

〕
,
2

+

「(一;
一

。邻
一

如办
一

买
: +
(考

一

刀
1
一

邻一丢叻聂
一

二几

裁〕
,

3
一 。

(2
.

1 1 )

如果劝
1 ,

丸
,

叭分别满足

氏
一

扣一;
一

刀
2
+

邻)aa:
: +
(
一

扣
十

一

昌刀
: 一

邻)靛
n
U

一一叭
, ..J

一了丁八成白城
a 2

(2
.

1 2 )

!伽
1
一

扑
-

树一
+

(
一

静
,
一

静
2
+

誉es) 斋
一“

一

、
。

蒜
1

弘
一 0

(2
.

1 3 )

「, 1 0 .

2 。

1 1 一 万 口
;

十 二 口
,

一
L \ 3

‘ 一

3
‘ - 奇刀

\ a Z .

1 2
。

3

少叹
一

十火了户
;
一舌

一

几 一

协)
a
2 a2口
乙 ‘

一
。 日

乙

1
.

百订一护 2 卢, 百又洒不J,
, = ”

(2
.

1 4 )

则方程 (2
.

1 1) 式恒满足
.

对 (2
.

1 2 ) 式等号两边同时作用算子

!(
一

协
一

协
+

邻)聂
+

(
一

告
一

附邻
一

协)聂
一。

一

几
篇聂〕

利用 (2
.

5) 式的性质
,

可得

2 a
Z .

a
Z \2

.

戈呱「
十 一白厉「少叭 = ” ( 2

.

1 5 )

同理

l 日
2

.

8
2 \艺

.

又百牙畜
一

’

十 一
而f 少, , = ” ( 2

.

1 6 )

a
2

一 +
-
女

。

一
口劣玉 ) 叻

: = 0 ( 2
.

1 7 )
护
一

叙
/了.、
龟

从而理想刚塑性材料的三维问题
,

可以由双调和函数
,

价:
,

叻。 八和 ( 2
.

5) 式
,

( 2
.

10 )式
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最后得到解决
.

当功。 (存= 1
,

2
,

3 )求得后
,

可 由下式求得位移增量
v* :

〔(
。

鬓
+

粼
+ 2

界
:

(备簇
;

)+
2

粼芬簇
;

)
+

粼
“

丁 泥
:

)Jv
:
一 。

a 2

口二互

+

纂
:

一

)+z 孟(男
。

头
一

)
+ 2

堤
工

一

(套
a 、1

叙
:

一

月
““-

(2
.

1 8 )

O

/了吸、
、

�l
.
l

esL

( 2
.

19 )
「/ 护

.

护 、
.

_

a / E a 、
.

_

a / D

L气ax : 十
一

砚少
十 “而八

一

亡 刁凡夕+
“万可气刃

聂)+ 吴
:

(
c

丫

聂)
+

孟(
“

护
a \〕
a二,

) ]
v 3 = 。

( 2
.

2 0 )

式中

、.户口曰.人2,自
J

‘
,

、..普......、

⋯
“一

箭
一

(盘
+

欲)
, 1
+

(
2

盛
一

奇》
2
+

(
2

聂
一

云)司
“一

去
一

卜(斋
十

翻
, :
+

(
2

聂一奇)
。 +

(
2

纂
; 一
潞》

1

〕
c 一

箭
一

(
一

聂
+

益》
3
+

(
2

裁
一

聂冲 (
2

一

鑫一裁
一

闪
。

一
百

镖
;

一

,

“

一念
, ,

“

一 森
:

在理想刚塑性材料的三维问题中
,

由 (2
.

1 0) 式可知
,

必须预先知道 6 x 6反对易矩阵月
。

的

形式
,

或者至少必须知道 几
,

刀
。 ,

刀
。

的形式
.

三
、

理想刚塑性材料的轴对称问题

理想刚塑性材料的轴对称问题
,

其基本方程为
:

N a v i e r 方程

蓄
+ 一

瓮
’

+

扒
a
一

口。’一“

aa
, :

a r
+

瓮
一

弓
J

一
0

或写成

l a
, 、 .

日a
r :

1
一

-

一石 吸r 仃
护
少十—又

- - -

一一口 e = U
r 口r

‘

O 之 r
( 3

.

1 )

1 a

r ar
(
r a 二 ) + 书

aa :

(3
.

2 )

S t
.

V e n a n t 一 v o n M is e s 方程

sv
,

1
, , ,

_

e ,
== 一西矛

-

= 万从 乙U f
一仃 e一 a ‘

) (3
.

3 )

e , == 一
.

旦竺一 ==
护

1
, , 。 _ _

不丁八L乙CT 口一 U 刀
一 a r )

O
( 3

.

4 )
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‘ 一

会一;
“(2。一 。,

一
。
)

一着(势
+

一

佘
一

)
一肪

· :

(3
.

5 )

(3
.

6 )

v o n M is e s 屈服条件

(a
,

一 a e
)
“
+ (a

, 一 a :

)
“
+ (a

:

一 a ,

)
“
+ ea 子

:

= 6 k
2

在理想刚塑性材料的轴对称间题中
,

定义应力增量
,

a , ,

a 。,
a :

和氏
:

为 H ilb e r t

的四分量复矢量
,

并引入 D ir a 。 矩阵
〔7 ’:

(3
.

7 )

空间中

、.leseslleses气
、

⋯
/、..........2、、..........少,工n甘O

�八U
�
”UnU八U1.1

一一
丫1 一

⋯
0 0 0

0 一 f

i 0

0 0

{
“ O “

1 0 0 1

下’一

{
” , “

长一 1 0 0

、、..........少-

n.nU�fl�

一

( 3
.

8 )
n
甘八U八曰�,工1土�n�0 0 - ;

0 0

派 0

0 一 ‘

O 0

0 0

0 0 一 1

0 0 0

Z‘...扭.......、

一一入

、、.........产
........r./.
以

.、

一一
八JV

定义四分量单位矢量

e ‘== ( 1 1 1 1 )
T

则方程 ( 3
.

7 )式可用下列方程来代替
:

, ,

(a
,

一 a 。) + 下
:

(a
。一 a :

)十 夕
。

(a
:
一 a ,

) + 了万 , ‘ 口
, :
= 了 百寿e4

引入应力增量 函数甲
: ,

甲2 ,

它们分别为H il b e r t空间中的四分量复矢量
:

( 3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

1
a

,

= r
日2甲1

a 之2
1

十 万 甲
2 ,

了

1 a Z甲

r a r Z
1

a ” = 一 r
日2甲l

口r aZ
a 0
一 a望

2

ar

( 3
.

1 1 )

甲

, 1
.‘J

组 ( 3
.

1) 式
、

( 3
.

2 )式恒满足
.

f
, 、

a 2
. , 、

日2

LL竹一协 )泊矛 十 L协一姚 )丽
一了 百入

a 2

e ra Z

11一r

+

〔
、

1
气下1一下3少万 十 气丫名一 夕l)

-

, 裔〕
甲2 一“ 6 存“

‘

( 3
.

1 2 )

令

1
,

梦1 = 甲1
一

~

万 尺V 4 e4 r 一z

乙
( 3

.

1 3 )

则 ( 3
.

1 2 )式化为

l(
, ,
一 , 。

)
纂

十 (协一 , :
)
斋

一

。
,

入

蒜弘
十

l(份
, 。

)告+(
: : 一。 )
食〕

, : 一 。
「

,上r

( 3
.

1 4 )

如果劝
1 ,

叭
,

分别满足

r
, 、

口2
.

, 、

aZ
J

一

L戈y
, 一下

3
) 心:

“
十 L? 3一找 )

-

百矛恋一犷 6
a 2

入硒于石万
-〕

, !一 ”
( 3

.

1 5 )
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「
, 、

1
, 、

a l

IL丫1一 下5) 1
一

十印
: 一竹夕万二

一

l甲
2
二 U t 3

.

I U ,
L , U , J

则方程 (3
.

1 4 )式恒满足
.

对方程 (3
.

1 5 )式等号左右两端同时作用算子

「
, 、

护
, , 、

护
,

二 护 〕

L巾 一协少百乞丁 一 、协一h )
一

护 一 犷 b 入 百示白二 」

利用D ir a 。矩阵的性质
:

ya 夕。+ 夕。下
。
== 2占

a 。

最后可得双调和方程
:

(3
.

1 7)

(纂
+

纂
一

)
“‘

1
一”

(3
.

1 8 )

另外
,

对方程 (3
.

1 6) 式等号两端同时作用算子

/ 日 1 \ a

竹、
一

a蔽一
r
/ 一 h

一

价

利用 (3
.

1 7 )式
,

得

(2rz 纂一 2r 暴
十 3

)
叭
一‘卿

3
+

。
+

。’、
(3

.

1 9 )

式中

, :下。== 15
‘À S , ,

, 3, , = 15 ‘À 5 2 , y : , 2= 15 ‘À 5 3

其中S , (掩= 1 , 2 , 3 )为P a u li矩阵
,

5 4
为单位矩阵

,

À表示直乘 ; 同时

( S
‘À S :

)
“= 1

,

( S
‘À 5 2

)
“= 1

,

(S
‘À 5 3

)
“= 1

再对方程 (3
.

19) 式等号左右两端同时作用算子

(3
.

20 )

(3
.

21 )

( : r Z

理擎一
Zr

李
+ 3 、

\ 口r 一 口r /

最后可得

+ 2r 3 拼二、 + Zr “

O r 一 纂
一 2r
食

一

+ 3

)甲2 = 0 (3
.

22 )

从而
,

理想刚塑性材料的轴对称问题
,

可以由双调和函数叻
1 ,

满足方程 ( 3
.

22) 式的函数

叭和 ( 3
.

11) 式
,

(3
.

1 3)式最后得到解决
.

至于位移增量
v , , v : ,

则有与理想刚塑性材料三维问题位移增量相类似的解法
:

「 日2 .

_
口 / B 日 \

,

a
!

.

‘ ‘一

十 艺 一万 一 吸
~

刁 - 二一一 l十一不
-

L 0 2 一 0 2 \ ‘性 O r / O r

了C
、A

了拼
、C

篇 )〕
· ,

一 。

橇
一

)]
·:
一 。

(3
.

23)

(3
.

24)
沪一2日
we

沁
碑

(一a
+

、
、.,/

一

碑之日
�

孔
�

c一aB
.

C
一

‘

/.、。

一
ar

2+
护
一

洲砖
r...L

式中

, 一

箭只
2

斋
一

翻
叭一

怜
一

劲司
“ 一
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