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摘要:  设计了一种求解一般稀疏线性方程组的健壮且有效的可并行化预条件子, 这种预条件子

涉及在多层块 ILU预条件子 ( BILUM) 中使用稀疏近似逆 ( AINV)技术# 所得的预条件子保持了

BILUM的健壮性, 它比标准的 BILUM 预条件子有两点优势: 控制稀疏性的能力和增强了并行性# 

数值例子显示了新预条件子的有效性和效率# 
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引   言

目前, 大型稀疏线性代数方程组迭代求解技术流行的选择是预条件 Krylov 子空间方法,

见如[ 1]# 预条件迭代法的收敛速度通常由预条件子的质量来决定,有了高质量的预条件子,

选择 Krylov子空间方法加速的方式就不再是关键# 这使得人们由着重寻找有效的迭代解法

器转向构造健壮的预条件子
[2, 3]# 并行和分布式处理机的出现与流行使得寻求适合高性能计

算机的可并行化预条件子变得越来越重要# 

构造/一般目的0的预条件子需要权衡其有效性、一般性、并行性和健壮性# 对可并行化的

预条件子,近年来出现了几种稀疏近似逆技术[4~ 9] ,这些预条件子可提供较高的并行性且对某

些类问题被证明是有效的# 然而,对一般稀疏矩阵, 它们的健壮性并不强, 未达到可与传统串

行预条件子(如 ILUT[10] )相媲美的水平# 另一方面, ILUT 直接实现中并行性是有限的,特别是

当需要用高精度分解时# 

许多作者已经注意到稀疏近似逆技术的一些缺陷和限制[ 7, 8, 11]# 其中之一是由于内在的

局部耦合性使它们对小规模问题更有效[7, 11]# 因此, 这些作者建议在块形式整体预条件子中,

如块 SSOR和基于 Schur补技术的预条件子中,将稀疏近似逆用作局部预条件子# 

多层块 ILU预条件子(BILUM) [ 3, 12]推广了具有多层结构的逐次无关集排序的概念,具有

较好的并行度, 对某些类问题可以导致一个几乎与问题规模无关的收敛速度[3]# BILUM 中无
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关块的求解使用精确逆或基于奇异值分解的正则化逆(regularized_inverse), 这些策略对小的

块是有效的,然而,求逆的花费随着块大小的增加而急剧增加# 对具有大块的基于区域分解的

实现,预条件子的这些构造花费是不能容忍的# 另一个相关的问题是较高的存储花费,因为大

块不再是稠密的而其逆却是稠密的# 
类似于[13] ,我们考察在 BILUM的构造中用稀疏近似逆技术求大块的逆# 对最终的约化

系统也构造一个稀疏近似逆并用作对最终层上近似解的一个解法器# 事实上,几乎所有基于

Schur补技术的多层方法都使用了某种稀疏近似逆技术,其中一些是非常简单的# 然而, 在一

般目的的多层方法中使用一般目的的稀疏近似逆技术似乎是新的且有希望的# 

1  稀疏近似逆

稀疏近似逆是一个稀疏矩阵 M,它是一般稀疏矩阵 A之逆A
- 1 的一个好的近似# 寻求有

效稀疏近似逆的主要动力是它们在并行计算中的潜在优势# 而且, 有证据显示这种类型的预

条件子可解一些 ILU预条件子难以求解的问题[7] ,并且提供了传统 ILU预条件子的一种替代# 

当前的稀疏近似逆预条件技术大致有三种
[ 14]

: 基于 Frobenius 范数极小化的稀疏近似

逆
[6~ 9]

、分解的稀疏近似逆
[ 4, 15~ 18]

、由 ILU分解计算的稀疏近似逆
[1]# 每一种都有一些不同

的构造方式且每一种都有其优点和缺陷# 换言之,在所有可比较的规则中(构造花费、应用花

费、健壮性、有效性等),没有哪种是绝对最优的# Benzi[14]给出了稀疏近似逆的一个全面的总

结及几种已有稀疏近似逆技术的比较# 这里仅给出将用于 BILUM预条件技术中的 AINV稀疏

近似逆
[15]# 
考虑迭代求解大型稀疏线性方程组

  Ax = b, (1)

其中 A I R
n@ n# 由 Benzi等提出的 AINV是基于不完全(双) 共轭过程构造一个分解的稀疏

近似逆[15] ,它计算两个相互 A共轭的向量集合 zi
n
i= 1和 wi

n
i = 1,使得当且仅当 i X j时w

T
iAzj

= 0# 如果我们引入矩阵

  Z = z1, z2, ,, zn 和 W = w1, w2, ,, wn

则

  W
T
AZ = D = diag( p 1, p 2, ,, pn ) ,

其中 p i = w
T
iAzi X 0# 从而 W和Z 是非奇异的且

  A
- 1

= ZD
- 1
W

T
= 6

n

i= 1

ziw
T
i

p i
# (2)

因此,如果知道了两个完整的 A共轭向量的集合,则可得 A的逆# 假设 A具有LU分解,列 A

共轭的矩阵 W和Z可通过应用于标准基向量 e1, e2, ,, en 上的一个双共轭过程来显式地计算

出# 如果 A = LDU,易见 Z = U
- 1且 W= L

- T
,其中 L 和 U为单位下和上三角的, D 为对

角的# 若记 a
T
i 为 A的第 i 行, ci 为A 的第 i 列,则计算 Z的双共轭过程可写为:

算法 1 ( AINV算法)

置 z
( 0)
1 = e1, p

(0)
1 = a11# 

对 i = 2, ,, n,

  z
(0)
i = ei ,

对 j = 1, 2, ,, i - 1# 

  p
( j- 1)
i : = a

T
j z

( j- 1)
i ,
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  z
( j )
i : = z

( j- 1)
i -

p
( j- 1)
i

p
( j- 1)
j

z
( j- 1)
j ,

结束循环# 

  p
( i- 1)
i : = a

T
iz

( i- 1)
i ,

结束循环# 

除了 a
T
i 被换成 ci外, W的计算是相同的# 注意 Z和W可同时计算# 为了得到一个稀

疏的预条件子, Z和W可被不完全地计算,如扔掉那些绝对值小于事先给定阈值的元素# 这

导致不完全因子 �Z U Z、�W U W和�D U D, 且分解的近似逆形式为 M = �Z�D- 1�WT# 

然而需要注意的是:当主元素为负或零时, 算法 1将出现中断# Benzi[15]指出,如果 A为

一个H 矩阵,则 p i = z
T
iAz i > 0, 即不会发生中断,从而算法1的不完全过程是有定义的# 当不

发生中断时,所得的稀疏近似逆通常是非常有效的[ 14]# 在一般情形中可能发生中断, 中断对

预条件子的质量有着关键的影响# 虽然在实际中遇到零主元的情况非常少,但是可能遇到非

常小的主元,这将导致 Z和W中的元素非常大, 出现很高的填充并引起数值不稳定# 为了避

免中断的发生, 通过分析主元出现负或零的原因并避免之, [16]提出了一种稳定的(且健壮的)

AINV预条件技术, 即 SAINV# 

2  BILUM 与 AINV

BILUM预条件技术使用了块无关集的概念# 一个块无关集定义为一个未知量组(块)的

集合,使得任意两个不同组(块)的未知量之间不耦合[3] # 传统的点无关集被认为是一个大小

均为 1之块的块无关集,有多种策略可用来寻找具有不同性质的块无关集
[ 3, 19]# 

先排与无关集相应的未知量, 然后再排其它未知量# 与此排序相应的置换阵 PA将原矩阵

转化成一个2 @ 2块结构矩阵

  AA ~ PAAAP
T
A =

DA FA

EA CA
, (3)

其中 DA是一个mA维的块对角矩阵、CA为一个nA- mA维方阵# 这里 A表示层数且A0= A# 

为简单起见,我们将置换前和置换后的矩阵都表示成 AA# 

在代数多层预条件技术中, 约化系统被递归地构造成关于 DA或 CA的 Schur 补# 在

BILUM中,这种构造实际上是执行如下形式的一个块 LU分解[ 3, 19]

  
DA FA

EA CA
=

IA 0

EAD
- 1
A IA

@
DA FA

0 AA+ 1
, (4)

其中 AA+ 1是关于 CA的Schur补, IA为第A层上的单位矩阵# 注意 nA+ 1= mA, DA= diag( DA, 1,

DA, 2, ,, DA, l ) 为块对角矩阵# 我们用某种扔掉策略来控制填充量, 即或者扔掉绝对值小的

量,或者另外还限制 L 和 U的每一行中允许的元素总数[3, 19, 20]# 两种策略分别被称为单扔掉

策略和双扔掉策略# 所得的多层块 ILU分解用作某种 Krylov子空间方法的预条件子# 

在[3]的 BILUM的实现中,块对角阵 DA包含的是小块# 这些小块通常是稠密的且使用

精确求逆技术通过求每一个小块的逆来计算 D
- 1
A # 在[12]中, 用基于奇异值分解的正则化逆

技术来近似地求这些(几乎奇异的)块的逆# 正如我们在引言中注意到的, 这些直接求逆方法

通常导致稠密的逆矩阵, 尽管原来块高度稀疏# 
大多数多层方法利用 DA的某些特殊性来构造关于 DA的一个稀疏近似逆MA# 我们的新
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方法使用 Benzi 等的 AINV 算法对每一个块 DA, i 计算一个稀疏近似逆MA, i 且用 MA =

diag(MA, 1, MA, 2, ,, MA, l ) 作为 DA的一个稀疏近似逆# 这至少比直接计算 DA的一个稀疏近

似逆更便于并行计算,而且,我们的计算不损害块之间任何已存在的 D
- 1
A 的耦合# 另外, 稀疏

近似逆的计算可并行执行,这也是我们除了对最终约化系统稀疏近似逆的构造外,不需要稀疏

近似逆算法具有并行性的原因# 

因此,分解(4)被替代为

  
DA FA

EA CA
U

IA 0

EAMA IA
@

M
- 1
A FA

0 AA+ 1

= LAUA, (5)

其中近似 Schur补 �AA+ 1 = CA- EAMAFA# M
- 1
A 的使用仅是为了符号方便, 在预条件过程中,我

们仅需要 MA# 通常, 可对 �AA+ 1应用一个附加的扔掉策略以保持预条件子所期望的稀疏性# 

图1是具有稀疏近似逆的一层 BILUM分解的一个解释# 

图 1  具有稀疏近似逆的一层
BILUM分解的一个解释

BILUM预条件子基于 ILU分解(5)# 在每层
A上, 执行一个块 ILU分解并形式如(5)的近似约

化系统,整个过程:寻找块无关集、置换矩阵、执行

并对 ILU分解块 �AA+ 1 重复进行# 这种递归当最

终约化系统 �A L足够小,能构造一个有效的 AINV

预条件子时停止# 然后,用AINV算法为 �AL构造

一个稀疏近似逆 ML# 然而, 我们在任何层上都

不存储任何约化系统, 包括最后一个, 代之, 我们

存储稀疏矩阵

  
MA FA

EA  
, 0 [ A [ L- 1

以及 ML# 事实上, (5) 中的积 EAMA仅对近似

Schur 补计算而不存储 # 在预条件期间 LA中

EAMA的作用由被替代为应用MA于一个向量, 接

着再应用 EA# 

在最终层上,近似解通过应用 ML于相应的向量而得到# 这不同于[3]中 BILUM 的实现,

[3]中最终约化系统由 ILUT预条件的一个Krylov方法在某种精度下求解,故利用了一个内_外

迭代方案且需要使用 GMRES 的一个灵活形式,即 FGMRES
[ 21]

,它允许使用可变的预条件子# 
假设右端项 b和解向量x依据(3)中的无关集排序来划分,在每一层我们有

  xA =
xA, 1

xA, 2
, bA =

bA, 1

bA, 2
# 

向前消去即求解一个临时向量 yA, 亦即对 A= 0, 1, ,, L- 1, 求解

  
IA 0

EAMA IA

yA, 1

yA, 2
=

bA, 1

bA, 2
,

( F1) : yA, 1 = MAbA, 1,

( F2) : yA, 2 = bA, 2- EAyA, 1# 
注意:如上讨论,由于我们不计算乘积矩阵 EAMA,所以分离了 MA和EA的作用# 
计算最终约化系统的一个近似解为   xL = MLy L# 

向后回代即对 A= L- 1, ,, 1, 0求解

  
M

- 1
A FA

0 0

xA, 1

xA, 2
=

yA, 1

yA, 2
,

( B1) : xA, 1 = yA, 1- FAxA, 2,

( B2) : xA, 1 = MAxA, 1# 
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由于 xA, 2 = xA+ 1, 1且 xL- 1, 2 = xL, 回代可以进行# 

在上面的求解过程的讨论中, 我们省略了各层上运算前后必需的置换和逆置换,只需在计

算完成后置换解向量,这也是我们程序设计中所用的方法# 另一方面,我们也可以在构造阶段

的每层上置换矩阵, 此时,仅在预条件子的应用前后需要整体置换[19]# 基于区域分解,具有大

块(大无关集)的 BILUM的实现中,大多数节点在前几步约化中已经被分解出, 对粗层(短)向

量的附加后置换是很小的,后置换的冗余花费是可忽略的# 
注意:所有计算部分仅为矩阵向量乘运算或向量校正,因此在每层内完全可并行化的,即

方法没有传统 ILU类分解的串行缺陷# 

3  数 值试 验

BILUM的标准实现在[3, 19]中已有描述, BILUM_AINV 的实现与 BILUM 的实现不同之处

在于:不用内迭代过程求解最终的约化方程组# 因此是一个固定的近似解过程# 下面的例子

来自[13] , 我们的试验使用了 Zhang Jun 教授网页上公布的 BILUM 程序库(见 http: / / www.

cs. uky. edu/ ~ jzhang/ bilum. html)# 

考虑定义在单位正方形上的对流扩散问题

  - uxx - uyy - Re( sinxcosPy # ux - cosPx siny # uy ) = 0, (6)

这里 Re 为 Reynolds数, 使用 Dirichlet边界条件# 用一个九点四阶紧凑有限差分离散方案离

散方程(6),其中一致网格 h = 1/ 101# 对不同的Re值,所得的矩阵具有10 000个未知量和88 804

个非零元素,称之为九点矩阵# 随着 Re 的增大,矩阵的对角占优性越来越弱[23]# 

解向量设为分量全为 1并相应生成右端项,初始猜测为一些随机数组成的向量# 当残差

的2范数下降一个因子 107时终止计算# 除非有特殊说明,我们对预条件迭代解法器使用缺

省参数: 50步再启动 GMRES作为加速器; 允许最大约化层数为 10, 即 L= 10; 扔掉阈值为 S

= 10- 4# 

在下面所有具有数值结果的表中, 块大小取为一致的, 时间 t (单位为 s) ,表示 CPU时间,

稀疏性比率即预条件子中非零元素的个数与原矩阵非零元素的个数之比, / - 0表示经最大迭
代次数后仍未收敛# 

表 1 求解具有不同 Re 值九点矩阵之预条件子的比较

 ILUT AINV BILUM_AINV

Re
迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

0 10 0. 99 1. 09 102 57. 51 8. 76 15 14. 91 2. 37

1 10 0. 99 1. 09 118 58. 42 10.46 15 14. 78 2. 36

10 11 0. 97 1. 22 209 56. 94 18.24 18 14. 87 2. 74

100 10 0. 92 1. 06 227 56. 82 19.92 19 14. 82 2. 93

1 000 7 0. 89 0. 75 243 57. 28 23.64 10 14. 64 1. 46

10 000 14 1. 05 1. 55 2 052 59. 78 187.44 10 14. 88 1. 47

100 000 19 1. 11 2. 17 - - - 27 16. 65 4. 44

1 000 000 21 1. 12 3. 31 - - - 30 14. 94 5. 06

  我们的试验给出用不完全 LU分解(ILUT)、稀疏近似逆(AINV)及具有稀疏近似逆的多层

块 ILU( BILUM_AINV)作为 GMRES 之预条件子的性能比较# 对 ILUT和 BILUM_AINV, 用双扔

掉策略# 表1给出对不同 Re 和固定稀疏比率约为 4. 5的求解九点矩阵预条件子的性能比较

# 在这种特殊情形中, AINV 的最大迭代数设为 5 000# 我们发现随着矩阵对角占优性变差,
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AINV退化得非常快,当 Re \105时不收敛# ILUT在 8种情形中有 7种比BILUM_AINV有效得

多,两者之间的差别并不是太显著, 如果两者都在并行计算机上实现, 情况可能相反# 然而,

AINV和 BILUM_AINV的差别是显著的, 可见, BILUM_AINV在有效性和并行性之间提供了一

个好的协调# 

我们进一步检测用不同的扔掉策略和不同的块大小的 BILUM_AINV求解 Re = 100 的方

程(6)# 对双扔掉策略,我们在每个 L和 U因子和每个块中保留至多 20个(依绝对值的)最大

元素# 我们将块大小从 20变到 90,相应的块填充从 100% 到 22% , 结果在表 2中给出# 可以

见到,随着块大小的增加(具有定量的填充), 迭代量增加而稀疏比率下降# 这正是我们所期望

的,有了这种灵活性我们可根据不同并行机的结构与配置调整预条件子# 除了几乎全填充的
情形,双和单扔掉策略结果相类似# 这说明 BILUM_AINV 总的稀疏性受块之稀疏近似逆的稀

疏性所影响# 
表 2 用不同扔掉策略的 BILUM_AINV求解九点矩阵之比较 ( Re = 100)

 单扔掉策略 双扔掉策略

块大小
迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

稀疏性

比率

迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

稀疏性

比率

20 24 21.34 3.01 6.46 28 5. 89 2. 74 3. 27

30 33 10.65 3.76 4.34 35 7. 34 3. 64 3. 05

40 45 8. 57 4.75 3.14 46 7. 92 4. 72 2. 86

50 45 9. 30 4.73 3.12 46 8. 54 4. 68 2. 82

60 56 9. 24 5.97 2.80 57 8. 71 5. 97 2. 73

70 79 9. 38 7.81 2.65 79 9. 15 8. 05 2. 63

80 88 9. 59 9.03 2.62 89 9. 25 9. 12 2. 60

90 102 9. 64 10. 78 2.56 102 9. 42 10. 86 2. 56

  表 3 用不同块大小及单扔掉策略的 BILUM_AINV 和 BILUM 求解九点矩阵之比较 ( Re = 1 000)

 BILUM_AINV BILUM

块大小
迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

稀疏性

比率

迭代

次数

预条件子构

造时间 ( t / s)

求解时

间 ( t / s)

稀疏性

比率

5 52 14.74 5.26 3.50 3 11. 87 1. 02 5. 56

10 49 8. 79 4.64 3.00 3 9. 10 0. 84 5. 48

15 37 9. 07 3.35 3.26 3 9. 46 0. 80 5. 79

20 37 8. 11 3.48 3.07 3 6. 84 0. 56 5. 37

30 32 7. 96 2.87 3.38 3 6. 35 0. 55 6. 16

40 27 9. 51 2.53 3.67 3 5. 36 0. 59 6. 79

50 23 11.22 2.14 4.18 3 6. 16 0. 68 7. 99

60 20 12.32 2.01 4.40 3 6. 03 0. 74 8. 78

70 19 14.31 2.12 4.70 3 5. 77 0. 79 9. 63

80 12 16.28 2.07 5.09 3 5. 61 0. 77 10.6

  表3给出了用不同块大小的 BILUM_AINV与 BILUM求解九点矩阵的比较,其中 Re = 1 000,

两者均用单扔掉策略# 在 BILUM_AINV 情形中,我们仅保留块之稀疏近似逆的大约一半的元

素# 我们见到, BILUM 更有效和快速, 但是需用的存储空间是 BILUM_AINV所需的两倍# 事实

上,当块大小大于50时, BILUM就溢出了预先设置的工作数组, 我们必须调整存储分配# 此检

测说明两者各有优缺点, 例如,若存储有限,则 BILUM_AINV 更灵活# 
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6  结   论

我们研究了用稀疏近似逆与多层块 ILU预条件技术(BILUM)结合求解一般稀疏矩阵# 新
方法提供了控制 ILU分解期间的填充量的灵活性,此时基于多层方法实现的区域分解可使用

较大的块# 

我们的数值试验显示:我们所提出的组合方式确实具有预期的灵活性与有效性# 作为可
并行化的高精度预条件子, BILUM_AINV 比标准的 AINV 技术更有效# BILUM_AINV 比标准

BILUM的优点是节省存储# 这种新的可并行化预条件子继承了 ILU预条件的有效性和健壮

性,以及多层结构和稀疏近似逆技术的并行性# 事实上,它提供了有效性和并行性之间的一个

好的平衡# 

BILUM_AINV比 AINV优越在于健壮性和有效性, 但对 BILUM_AINV、BILUM和 ILUT 的相

互优越性未有明显的结论,作为一般目的的预条件子, 它们中任何一个都不绝对优于其它两个

# 这个结论是正常的,因为一种共识是没有任何一种一般目的的预条件子对任何类型的问题

都是最佳的,研究者的任务是鉴别对某一大类问题有效的特殊预条件子# 从这一观点来看,我

们见到 BILUM_AINV 提供了对 BILUM和 ILUT 很好的弥补, 因为它可以处理后者难于处理的

一些问题# 

致谢  在本文完成之际, 我们要特别感谢美国Kentucky大学的 Zhang Jun教授,我们的研

究思路源自他的一些论文并且在我们的数值试验中使用了来自其网页的 BILUM程序库# 
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AINV and BILUM Preconditioning Techniques

GU Tong_xiang1, 2,  CHI Xue_bin2,  LIU Xing_ping1

( 1. La bor ator y of Computa tion al Phy sics , Institute of Applied Physics a nd

Computational Mathema tics , P . O . Box 8009, Beijin g 100088, P . R . China ;

2. Su per computing Center of Computer Network Inform ation Cent er ,

Chin ese Academ y of Science , P . O . Box 349, Beijing 100080, P . R . China )

Abstract: It was proposed that a robust and efficient parallelizable preconditioner for solving general

sparse linear systems of equations, in which the use of sparse approximate inverse ( AINV) techniques

in a multi_level block ILU (BILUM) preconditioner were investigated. The resulting preconditioner re-

tains robustness of BILUM preconditioner and has two advantages over the standard BILUM precond-i

tioner: the ability to control sparsity and increased parallelism. Numerical experiments are used to

show the effectiveness and efficiency of the new preconditioner.

Key words: sparse matrix; preconditioning technique; BILUM; AINV; Krylov subspace method
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