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摘 要 ,

采用任意曲线坐标系可使具有复杂边界的流场计算大大地简化
,

并且可提高计算精度
.

所以
,

将气体动力学基本方程中的粘性项 (粘性力
、

粘性应力作功率和消散函数) 在该座标系中 展 开显

得十分必要
.

然而
,

适用于变粘性系数可压流体的粘性项展开式由几十项甚至上百项 组 成
.

本文

经过量阶分析将粘性项展开式进行了大大地简化
.

f为粘性力

场
,

为度量张量的协变分量 ;

梦
’

为度量张量的逆变分量 ;

g 为由场
J

组成的行列式 ;

w 为速度向量 ;

二‘

为w 的协变分量 ;

。
,

为w 的逆变分量 ;

分为曲线座标轴 ;

户角为第二类克里斯托夫符号 ;

召为动力粘性系数 ;

p 为气体的密度 ;

刀为应力张量 ;

符 号 说 明

了
‘

为粘性力的协变分量

巾为消散函数 ;

班为由。
‘

组成的三维列矩阵 ;

班为由二
‘

组成的三维列矩阵 ;

F 为由八组成的三维列矩阵 ;

D 为由算符甲的分量a/ 口二 ‘

组成的三维列矩阵;

G 为由功j组成的三维方阵 ;

百为由梦
j

组成的三维方阵 ;

民
j为由幼‘对分的偏导数组成的三维方阵 ;

宕
,

j
,

孙
二
为指定指标或求和指标 ;

T 为转置矩阵的上角标
.

引

非正交曲线坐标系在叶轮机械三元流动计算中的应用
〔‘’,

给具有任意复杂边界的内流计

算带来了很大方便
,

并且提高了计算精度
.

在叶轮机械中计及全粘 (不是部分地考虑粘性 )

的三元流动计算则是 目前重要的科研方向之一 用不变性微分算子甲
,

甲
· ,

甲 x 和甲
“

表示的

气动力学基本方程 (含粘性项 ) 具有简单和物理概念清楚等优点
.

然而
,

方程的数值求解要

求必须将方程展开成标量形式 (投影形式)
。

因此
,

将气动力学基本 方 程 的 粘 性 项 (粘性

补 吴望一推荐
.
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力
、

粘性应力作功率和消散函 数) 在非正交曲线坐标系中展开就显得十分必要
。

我们在文献

〔2] 中曾给出了这三个粘性项的展开式
。

它们是包括了几十项
,

甚至上百项的展 开 式
.

虽然

电子数字计算机的应用解决了复杂方程的数值求解问题
,

但计算式的繁杂总是给计算程序的

编制和计算本身带来极大的不便
.

因此
,

略去计算式中对气体运动规律不起主要 作 用 的 因

素
,

使计算式既能反映气体运动的基本规律
,

又使问题易于求解
,

则是对解决复杂问题通常

采用的一种有效的方法
.

本文就是通高雷诺数 R e 的 条件下采用量阶分析的方法对粘性项进

行了有效的简化
.

二
、

粘性项的展开式川

粘性力 f 的协变分量

f ,

认 粼
“砂

:

域豁
+ 日功七

口劣了
一 2“·

户 , ·

)〕
2 色「
3 口工7

L

a (了一。
”

拼 护g 日产 卜如蓄
一

(
a功
宕+

日功舌

口x ‘
一 2’ ·

户
, 。

)} (2
.

1 )

2
.

粘性应力作功率

飞lesJ
、

、、.了
.

军
·

(刀
·

w)
一

寿 鑫
一

卜、
““

”

a切 ‘/
;

a阴 *
.

_ _
_ 。

吸功
.

人一
; 一

十 W ‘-

\ 口X
- 日x 必

Z r
_

_
_

、 a ra (了亏
一

, ”

) 飞
.

a(了互田
几

) a (丫万拼功
‘

)、

一 叭脚
一

ax
‘

L 丫宜叙
”

」个 了歹丽不 了万ax
‘

了
(2

.

2 )

3
.

消散函数

, 一。

(:象
+

势
一 2。 。 r : ·

)(
。一 口g ‘舌

口戈”

a (了互“ )

丫 夕 a劣‘
创了百, ”

)

了互a妒
(2

.

3 )拌

勺自qo

一

以上三式中
,

除了式 (2
.

1) 中j是指定指标外
,

其余指标‘
,

k
,

m
, n均是求和指标

.

如果将

各式右端按求和指标展开
,

则可得由几十项甚至上百项的展开式
。

为了有利于编制计算程序
,

我们曾将以上三式用矩阵式表示 〔3 ’.

它们分别是

F =
一

l
P

f l _ 。 ,
,

一
J _ 。 2 n l 。, ,

一招
.

1 八 、

飞了互L刀
‘

阿
“ 月“

‘

一 3 即 7 万理 衬 g 州 十 尹叼少 (2
.

4 )

军
·

(汀
·

w )
1

一了万
刀r

{l’丫 g 贪矛
T D班

全〕r 十。丫万言D 不
少

·

世 }

一尽
。
帝

, D

3
‘ t介俨、司

一

号 D ,
丫万矛

·

D 与了万矛 (2
.

5 )

2 1
~ 拼月 , ‘一 了 拼 万 (2

.

6 )

断护
口口

上式中的矩阵A =

B , 。

否B
r ,

_

鲤
,

一 日劣抢

(刀
,
了 g 矛)

“

而矩阵B 是 由下列元素表达式

一 2。 :

厂兮
*
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一

黑卜器一(豁
,

日g 。
, 喇

下
丛‘

X J

日g 了。

口% ‘)
确定的三维方阵

,

所以

B 二 (D少
’
)

, 十 D少
’一〔(矛D ,

)g 〕
, 一 (矛D ,

)
,
蛋

, 十 (牙
, 刀)g (2

.

7 )

而矩阵Q为三维列矩阵
,

它的三个元素几
。 ; , 、

ca
。 ; 2

和 ca
。 ; 3

分别是三个三维方阵C ; , (]’= 1
,

2
,

3 )

对角线上三个元素之和
.

方阵c ; ,
等于矩阵 弓

; , (j= 1
,

2
,

3) 与矩阵B 的乘积
,

即 C ; J= 否
; , B

.

式 (2
.

6 )中的H
, , 是三维方阵H 对角线上三个元素之和

,

而方阵H 等于矩阵R 和B的乘积
.

方

阵R 的元素R , , 由下式决定

R * , 一。‘。

斋
一

扣
·

劣
或者

R = 吞D 矛
, 一 李矛叨考

艺
(2

.

8 )

三
、

粘性项展开式的简化 (量阶分析)

我们采用量阶分析的方法
,

将式 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )和 (2
.

3 )或式 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

6 )中的高阶

小量略去
,

从而使三个粘性项展开式得以简化
.

为此
,

取分为准流线方向
,

而尹 和 护为 另外

方向
.

x Z和护的方向应该这样选择使得如果取度量张量的协变分量 夕, , 、

肠
:

和 肠
。

的量阶为1
,

则分和田 ‘的量阶为 1 而尹 和 护 以及 功“

和 阴“的量阶均为 d
.

显然
,

动力粘性系数 拼的量阶为

护 〔“, 。

在此条件下
,

可知

、.....‘....!lseweJ
1儿no占

...fes..weeel
!

飞...l

l
.

eel
�

.二23

出W切

r.......里侧

⋯
‘

一一

1

6

矛 (3
.

1 )

, .一卜O

、............
...

旦axl卫axz
a
砰

.r.II叮l.l..esesll几

一一

如果令
、

⋯
..J

110
�nU

.r..皿.‘........七

D ( 1 , 。。

(3
。

2 )

万
( 1 ) = ( 3

.

3 )

则
。二刀 ( l ) + D 。; , 。) ,

矛== 矛
( 1 ) + 矛

、‘)

式中下标 1
、

1 / d和 d 分别表示该矩阵的量阶为 1
、

1 / d和己
.

( 3
.

4 )
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下面分别讨论粘性力
、

粘性应力作功率和消散函数等三个粘性项矩阵式的简化问题
.

1
.

粘性力

由于U = C矛
,

所以
,

式(2
.

7 )变为

B ~ (D 矛
,
g

,
)

, 十 D 矛
T
g

, 一〔(才D ,
)
T
g 〕

,
一 (矛D ,

)
T
乒

, + (矛
, D )尽 (3

.

5)

注意到g 一 g
r ,

如果令M代表式 (3
.

5) 右端第二和第四两项代数和

M 二刀牙
,
口一 (矛伊)

’
g

则将式 (3
.

4 ) 代入
,

并略去各小量后
,

得

M 二D 、、, 。)
矛

T (, )
g 一 [矛

、, )刀
T 、、/ 。 ,〕,

g (3
.

6 )

式中

牙
全。, )

g = 。
,
〔口

l , 夕; 2 9 ; 3
〕

若令 g
T ‘, )二 〔o

工l 夕: : g 工3

〕~ 1
,

则得

矛
, 。; )

g = 切‘

g
T (, 。

(3
.

7 )

于是
,

式(3
.

6) 变为

M = D 。, / 。)。 ‘

尽
T ( , 。一〔矛

、1 )D T 、, / 。)〕
T

召一 (l / 。) (3
.

5 )

根据式 (3
.

6) 所示矩阵M的定义可以看出
,

式 (3
.

5) 右端第一和第三项之代数和为矩阵M 的转

置矩阵M
T ,

所以
,

矩阵M
T 的量阶亦为1/ 占

.

至于式(3
.

5) 右端的最末项
,

可以证明
,

它等于

零
,

即

(矛
’D )口= 罕军

l)刀 ( 1 , 。)
g 二 o

这样
,

矩阵B 可以表示为

B = M + M
了~ (1 / d ) (3

.

9 )

根据方阵否
; , 、

亏
; 2和岔

; 。的定义
,

可知它们的量阶分别为 1
、

1 /6 和 1/ d
,

所 以

、..
1

!
月111一。01土。O广leeee

l
�G�G�G

r..........硬贬
�

一一
JJ

�G

由此 可见
,

百
; :
与 否

; : 和 岔; 。 比较为小量项
,

故可略去不计 (言
; ,
= o )

.

这样
,

言
; , 的量阶为

l/ d
.

由于c ; j = 言
; , B

,

所以 C ; j一 1 / 子
,

而Q的量阶应与矩阵C ; , 的相同
,

故 Q一1 / 子
.

矩阵

A的量阶由矩阵B的量阶决定
,

所以 A ~ 1 / 占
.

将式 (3
.

4 )代入式 (2
.

4)
,

考虑到D r ( , , 。)
矛

。‘。= o
,

并略去具有较小量阶各量后
,

得粘性力

的矩阵表达式

尸 一

抓少
, 〔了

‘1 / ‘)。

、
“〕·+

雪
一

闪 }
一‘

( 3
.

1 0 )

此式即是 以矩阵表示的粘性力简化式
.

为了将式 ( 3
.

10) 展开
,

应将其右端进行矩阵运算
.

为此
,

,
r

o 、 ‘ 0

l a ! l a (叨
‘

g , ,

)
n ; 、 ,

l 日x 艺
1

1 二 ,
l a义

艺

D ( 1 2。) 。‘

g 全‘, ) = l
。人

{。
‘[ g , , g , 2 9 1 3〕= l

“‘

l a } ! a (叨
‘

g ; ;
)

L 口“
.

」 L
‘

。二
‘

首先进行下列两项运算

0

a (出
‘g ; 2 a (叨

‘g , 3

)
a 劣么

( 3
.

1 1 )
日(山

’9 1 2
)

日劣3

a (切
‘g 、。

口戈 3



气动力学基本方程中的粘性项在非正交曲线坐标系内展开式的简化
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由式 ( 3
.

8 )可知
,

M 矩阵等于式 (3
.

1 1 )减去式 (3
.

1 2 )
,

即
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o
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�
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M
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a功
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叙
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o
呵时呵耐

gg
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一一

而由式 (3
.

9) 可知
,

B矩阵等于M矩阵及其转置矩阵M r之和
,

所以

a叨 1

g “
丽
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由此可见
,

B矩阵为对称矩阵
.

这样
,

根据弓
; , 的定义和式 (3

.

13 )
,

不难得到矩阵 c ; ,

: : : +

各
: 2 ; +

器
’

B
3 !
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豁
。
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,
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由此得
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等
B
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a % ,一 B
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顾及到式 A = 西B
, ,

展开式的简化式

f
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=
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一
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.
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将式 (3
.

13) 和 ( 3
.

1 4 )代入式 (3
.
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,

经过并项和整理后
,
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1 f a r
,
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、
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2
.

粘性应力作功率

考虑到 U 二口矛
,

将式(3
.

4 )代入式 (2
.

5)
,

略去较小量阶各项后
,

则得

甲
·

‘17 一 , 一

六
D

一
‘。“、言〔D
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一矛一 ; 〕

·
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矛
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矛
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,
矛( : , }== o
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.

1 8 )

可以证明

所以
,

利用式(3
.

7 )后
,

得

甲
.

(二
.

, ) ==

李
D , 。, / 。,拼了万‘〔。‘, / ‘,

矛
, 。, 。

·

, ’

g , 、, 】〕一 1

V g 一
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.

1 9 )

式中的圆点
“

·
”

表示它前面的微分算子矩阵D 不对圆点后边的因子起作用
.

将式 (3
.

1 9 )展开

后得

?
·
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+ 。: 3

邻)〕
+

命[
。“、一。! 3

伽
3 2

器
+ 。3 3

器)〕} (3
.

2 0 )

此式即是在任意曲线坐标系中粘性应力作功率展开式的简化式
.

3
.

消散函数

为了对式(2
.

6 )所示的消散 函数展开式进行简化
,

首先应对式(2
.

5)

阶分析
.

为此将式 (3
.

4 )代入式(2
.

5)
,

略去较小量阶各项后
,

得
刀= 初

(: z a )矛
, 、: , 一矛

, 。: , D 。: , a )口/ 2

所示的矩阵R 进行量

(3
.

2 1)
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考虑到式 (3
.

2 )和 (3
.

3 )
,

不难证明

矛
, ( : )刀、, , 。)

岔二 o

所以
,

式 (3
.

2 1) 变为

刀 = 岔刀
( , / 。)
矛

, (, 。
一 (l / d )

由于矩阵H 等于矩阵B和R 的乘积
,

所以
,

矩阵H 的量阶为1 /护
.

将式(3
.

4 )代入消散函数表达式 (2
.

6 )
,

略去较小量阶各项
,

得

(3
.

2 2 )

功= 拼H ”
2

一 了拼言
‘D

’( 1产。,
“‘矛

( ! )

(3
.

2 3 )

利用式 (3
.

2 )和 (5
.

3 )可以证明
,

D , (; / 。)
了万矛

( : )二 o
,

所以
,

式 (3
.

2 3 )变为

诱= 拼H ,, 一 1 (3
.

2 4 )

为了获得必的展开式
,

先计算R 矩阵元素
,

即由式 (3
.

2 2) 得

尸 = 言刀
( 1/ 。,

矛
, ( : )

。! :

邻
一

+ 。! 。

韶一
。2 2

器
+ 。2 3

器
。

。3 2

器
+ 。: 3

器
。

(3
.

2 5 )

飞........!

I
J

�0�0八U
一

⋯
�

一一

将式 ( 3
.

1 3 )所示的B矩阵与此式所示的R 矩阵相乘
,

不难得到H 矩阵元素H , , (对j作和 )
.

所

以
,

由式 ( 3
.

2 4 )得

「 a功 l /
, ,

, ’性肠
, 刁又至护一后芬十扩

a切1

恻入
口劣

。

/

a切1

+ g , ,

赢
匀 9 3 2

a功 1

苍头
-

+ 夕3 5

U 汤 器)〕 ‘3
·

2 6 ,

此式即是消散函数展开式的简化式
。

四
、

结 束 语

本文给出的粘性项 (包括粘性力
、

粘性应力作功率和消散函数 ) 展开式的简化式对于任

何坐标系都是适用的
。

对于具有较复杂形状的壁面边界
,

采用本文给出的计算公式将会大大

提高计算精度
.

在边界层内
,

气体的粘性将强烈地显示出来
,

因而气体动力学基本方程中的粘性项不能

略去不计
.

本文给出的粘性项简化式适用于变粘性系数的可压缩边界层的计算
。

三个粘性项简化式仅包括十项左右
,

它们与未简化前的包括上百项的展开式比较
,

确实

简单多 了
.

这无疑会给编制计算程序带来极大方便
,

并且节省计算时间
。
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5 im Pllfle a tlo n o f the E x Pa n sio n s o f V ise o u s T e rm s in B a sie

Ae ro dyn a m ie E qu a tio n s了In No n 一

o rtho g o n a l

C u rvilin e a r C o o rd in a te Syst e m

W
a n g Z ho n g 一q i K a n g S h u n

(H a e r 6fo I n s才‘*u fe o f T e eh”0 10 夕夕
,

H a e r bI’n )

Abstr扭c t

T h e a p plie a tio n o f n o n 一 o r th o g o n a l e u r v ilin e a r svs te m to th e e a le u la tio n o f th
e flo w

fie ld in s id e th e e h a n n e l
,

w ith e o m p le x b o u n d a r y g e o m e tr y
, e a n e ffee tiv e ly s im p lifv th e

w o r k o f de s ig n in g the e a le u la tio n p r o g r a m a n d im p r o v e th e a e e u r a e 了 o f e a le u la tio n [1 ]
.

T h e r e fo r e ,

it 15 o b vio u s ly n e e e s s a r y to e.X p a n d th e v ise o u s t e r m s ,

1
.

e
.

v is e o u s fo r e e ,

r a te o f w o r k d o n e b y v is e o u s s tr e s s a n d d is s ip a t io n
,

in b a s ie a e r o d y n a m ie e q u a t io n s in

the n o n 一 o r th o g o n a l e u r v ilin e a r sys te m [2 ]
.

H o w e v er , e a e h o f t五e s
e e x p a n sio n s e o n s is ts o f

te n s o r e v e n 五u n d r e d s o f a lgeb r a ie te r m s
.

T he ex p a n sio n s o f tli e se th re e v ise o u s了te r o s

dise r ib e d in t五15 pa Per a re e o n s id e r ably s im p lifie d b y a n a ly s in g 丁the ir o r d e r o f m a g n i
-

tu de
.


