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摘 要

本文引进一个新的微分方程—
重超几何方程

,

并给出了它的解
。
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式中
,

a
,

口和 , 为常数
。

因为

L (⋯ )= 0 (1
,

2)

称为超几何方程
,

所以

乙乙(⋯ )== 0 (1
.

3 )

可命名为重超几何方程
.

下面就来求解这一方程
.

设 U 足满方程 (1
.

3)
,

但不满足方程 (1
.

2)
,

则令

L (U )二U
.

(1
.

4 )

可得

L (U
朴
) == 0 (1

.

5)

于是解方程 (l
,

3) 的问题即化为求解方程 (l
.

4) 和 (l
.

5)
.

因 此
,

方 程 (l
.

3) 的解可表

示为

U = C
;

U 贯+ C
:
U 言+ C

:

U , + c. U :
(1

.

6 )

其中
,

U :和 U言是齐次方程 (1
.

5) 的解
,

也是方程 (1
.

4) 的齐次解
, U

,

和 U : 是方程 (1
.

4)

的特解 ; C
: ,

C
: ,

C
3 ,

C
‘

是任意常数
.

方程 (1
.

3)
、

(l
.

4)
、

(1
.

5) 都有三个奇点
: : = o

,
: = 1 和 : = oo

。

现在首 先 研究

在奇点
2 = 0 邻域的情况

。

根据超几何方程的理论
,

若式 (1
.

1) 中的 , 不等于零或整数
,

则方程 (1
.

5) 的两 个解

为

U 蕊
。。二 E d公

, : p ‘+ 月

(4: l( 1 , ‘= 1
,

2) (1
.

7a
,

b )

.

钱伟长推荐
。
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式 (1
.

7) 中
,

p : 和 p :

分别为方程 (l
.

5) 在奇点

(1 一护)二数中的较大者
,

p :

取其中的较小者 ,

行

z 二 0 的第 一指标和第 二 指 标
,

P , 取 O 和

d扩
’=

(8 )
。
=

(p
‘+ a )

.

(p
‘+ 刀)

.

(p . + 1 )
。
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‘+ , )
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,
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(口)

,

== 口(口+ 1 )(8 + 2)⋯(口+
。一 1)

将式 (1
.

7) 改写为

U 蕊
。。二乞 、禁

: : p , + 卜 1

令方程 (1
.

4) 中的U
签由式 (1

.

1 0 ) 表达
,

(!川 < 1 :

(1
.

IOa
,

b )

并设方程 (1
.

4) 的特解为

U ‘(。)二乙 刃
, : p ‘+ ”

(!
:
!< z ; i二 z

,

2 ) (1
.
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,
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将式 (1
.
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、
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.
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.

4)
,

得
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)(P
。+ 刀+

,
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’:

一 E d票
: : , 一 ‘

(1
.

1 2 a
,

b )

由式 (1
.

1 2) 左右两端 砂
一 ‘

项的系数相等可得如下递推公式
:

D 扩
’二

于是
,

根据式 (1
.

8)
、

(p
‘+ a + n 一 1 )(p

‘+ 刀+
n 一 1 )D 4乙; + d泛二;

(p
。+ 。

)(p
‘+ 丫+ 。一 1 )

(1
.

13 a
,

b )

(1
.

1 3 ) 得

D I
, , 二

D盆
‘’=

l

(p
. + 1 )(p

‘+ V )

(p
. + a + i )(p

. + 刀+ x ) + (p
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‘+ 刀)
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1
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.
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当 , 为整数或零时
,

方程 (1
.

5 )的第一解仍为式 (1 7a)
,

但其第二解不再由式 (1
.

7b)

表示
,

而有三种情况
〔” :
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n
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其中
,
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,

(1
.

16 )

, (x) 一 “
一

睽
‘ , 一

渊 (1
.

1 7 )
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,

3
,

4
,

⋯
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爷
2(0U

·
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。
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) x (1 一 , )

)
。
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但是
.

上述三种情况可统一地表示为

(1
.

1 9 )
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式 (1
.

2 0) 中
,

系数 d 奋” 由式 (1
.

sa) 确定 ; 而

(P
, + a )

。

(p
,
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+ 劝(p
: + 刀+

n )一劝(p
;
+ 刀)一势(p

, + , + n )

+ 吵(p
,
+ ? )一劝(户

上+ z
一

于n )一势(户
, 斗

一

1 )] (户
1 + a

,

p ,
+ 刀午 。)

(1
.

2 1 )

(n一 1 )玄(1 一 , )
.

(1一 a )
,

(1一刀)
,

0

(一
1 ), (夕一 1 )

。

(, 一a )
,

(, 一口)
。

2
,

3
,

刀姜 1
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2
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: 一 1

)
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.
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一一
,

一一甘a甘/l
、
J

、
、了

、

夕“ O 一 1
,

一 2
,

a
,

刀斗 0
,

一 1
,

一 2
,

⋯
,

?

产一 1 (, =

阴 = 、
、

1 一下 灸V 二

2
,

3
,

4
,

(1
.

2 3 )
0

,

一 1
,

一 2
,

一 3
,

现在
,

设方程 (1
.

4) 的特解为

U
: (。) = 乙 D 二

‘’: 户, + ”
In Z + 二 E

一 : 。, + ”
一

二
1 皿 . 1

寻{认即
: 一 。

(}
z
}< l) (1

.

2 4 )

并令方程 ( 1
.

4 ) 中的U 苦 由式 (1
.

2 0 ) 表示
。

将式 (一2 0 )
、

(1
.

2 4 ) 代入方程 (1
.

4 ) 则得

兄 [ (p
l
+ , )(p l + , + n

一 )D二
, ’2 “ 一’

In :

一 ; / ) , 十 a + n ) (p
l + 刀+

n
)风

‘’2 .

In :

+ (Zp
: + 下+ 2 。一 )几

, ’: , 一 ‘

一 (Zp
, + a + 刀+ z n )风

‘’: ”

+ (p
, + n

)(p
, + , + n 一 1 )E

一 z , 一 ’

一 (夕
, + a + n )(p

; + 刀十
n
)E

一 : .

]

一乏二[ (户
,
一 n )(p

, + , 一 n 一 l )G
o z

一
’

几一 1

一 (一
; + a 一 n

)(p
, + 刀一”)G 移

一 ’

〕

二 二 〔心U
;

广
一 ‘

hi : 十 e . : ,

〕一 乙 9 . : 一 ’

(1
.

2 5 )

由式 (1
.

2 5) 即
一

可确定式

首先
,

由式 (1
.

2 5)

D 二
‘, 二

此即式 (l
.

1 3 a )
.

因此
,

其次
,

由式 (1
.

2 5 )

(1
.

24 ) 中的系数 D 亮
‘’,

E
,

与 G
, .

左右两端 沙
一 ’
l。君 项的系数相等得

(p
、+ a + 。一 1 )(p

, + 夕+
n 一 1 )D 孟巴; 十 d孟巴;

(p
,
+ n

)(户
、 + , + n 一 l )

系数D 孟
‘)由式 (1

.

1 4 a ) 确定
。

左右两端 广
一 ’

项的系数相等得

E
, 1

(P
, + n )(户

l + , 咔
一n 一 1 )

[ (p
; + a + ”一1 )

·

(P
, + 刀+

n 一 1 )百一
:

(Zp
, + a + 口+ Z n 一 2 )D 孟生;

一 (2户
,
+ 夕+ Z n 一 1 )D J

‘’+ e . _ ,

〕 (1
.

2 6 )

因此
,
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·
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D ‘
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,

了犷翔拭
十 2 ) D ‘

’)

+
l

(p
; + , + 1 )(P
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(1
.

2 7 )

E. 一

瓤
(p

, + a + 1 + 寿)
。 一 , 一 l

(p
, + 刀+ 1 + k )

. _ 。 _ ,

(户
:
+ 下+ 惫)

。 一 , (户
, + 1 + 六)一

,

·

(Zp
,
+ a + 刀+ Zk )

(p
: + a + k)

, _ , (p
; + 夕+ k )

. _ .

一 (p
l
+ , 一 1 + 存)

二 _ 。十 ,

(p
。
+ 寿)

, _ , + ,
(2 0

1 + : 一 1 + 2 “)〕
D 、

! ’

斗十
O尸1

- 一 1

十 乙
k o l

(p
l
+ a + 1 + 掩)

, 一 , _ ,

(p
; +

(p
,
+ , + k )

。 _ , (P
, +

l + k )
。 一 , 一 ,

k)
。一 ,

注意
,

在 (1
.

2 7 ) 中定义 (0)
_ ,
= 0

.

最后
,

由式 (]
.

2 5) 左右两端 2 一项的系数相等得

G
。 (户

, + , 一 n )(p
,
+ 1 一 n )G

。 _ ,
一 g -

(p , + a 一 n
)(p

:
+ 口一

n ) (1
.

2 8 )

、...........,.Jr......
.

G
:

G
1

一 (、
; + 。一 l

了{
p ,

+ 口一 , )

一、千。二 2 )(

留森场豁宙乌
、。、 , 一 1 )

g z

一 (户
, + a 一 2 )(户

,
+ 刀一 2 )

(1
.

2 9 )

介g
.

.遥

十

奋白
�一

.n

、.户、

,
尹

G 。 = 一 乙
七 . 1

(P ,
+ 下一 n

)
。 一。 (P : + l一 n

(p ,
+ a 一 , )二 _ , 十 ,

(p , + 口‘
,

至于奇点 之= l
, : = 。邻域的解

对于奇点 z = 1
,

令

t二 l一之

U ‘朴
(*) 二U 苦

(
:
)

U ‘
( t ) == U (

:
)

( 1
.

3 0 )
、 ( 1

.

3 1 ) 代入方程

可以利用变量代换求得
.

(1
.

3 0 )

( 1
.

3 1 )

( 1
.

3 2 )

( 1
.

5 ) 得

此式因将

, (卜
, ) d

翼
’ + 〔( 1 + a + 刀一 ,

卜 ( 1 + a + , )门 d U
}关

d t
一叨U ‘共 = ( 1

.

3 3 )

记
a : = a

,

口
;
= 刀

,

下;
= 1 + a + 口一 ? (1

.

3 4 )
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方程 (1
.

3 3) 可写为

t(1 一 t)

而将式 (1
.

3 0 )
、

(1

t(1 一 t)

主 慎 行

d : U l朴 + 〔:
,
一 (1 + 。 : + 刀

;

), : “望
’ 一。 ,

月
:
。

1 , 一。

肠‘

(1
.

35 )

3 1 )
、

d
Z
U I

d才
:

(1
.

3 2 ) 代入方程 (1
.

4 ) 则得

+ 〔, 1
一 (1 + a ;

+ ,
,

),〕

军一
,
,

; U l一。
1·

(1
.

3 6 )

求方程 (1
.

3 5 )
、

(1
.

3 6 ) 在 t = 0 邻域的解
,

便得方程 (1
.

5 )
、

(1
.

4 ) 在 之= 1 邻域的解
.

对于奇点
z = oo

,

令

(1
.

3 7)
1一*

一一Z
,l�Z

一一

切朴 ( t )二
z a

U 开
(

:
)

,

U 朴
(
:
) == ta 山朴

( t )

二 ( t ) = z a

U (
:
)

,

U (
z
) = ta 叨 ( t )

将式 ( 1
.

3 7 )
、

( 1
.

3 8 ) 代入方程 ( 1
.

5 ) 得

( 1
.

3 8 )

( 1
.

3 9 )

t ( 1一 t )
d Z功份

d t Z

+ 〔(1 + 。 + 刀)一 ( : + : 。一 , ) ,〕
丫

U 奋

一 a ( 1 + a 一 , )功
. == 0 ( 1

.

4 0 )

a : = a
,

刀
:
一 1 十 a 一 ?

,

? :
= 1 + a 一刀 ( 1

.

4 1 )

式 (l
.

4 0 ) 可写为

t ( 1 一 t )
d

Z田任

d t Z
+ [ , :

一 ( 1 + a : + 刀
:
) t〕

d 叨朴

d t
一 d z

几tD 补 = O ( 1
.

4 2 )

而将式 ( 1
.

3 7 )
、

( 1

t ( 1一 t )

.

3 8 )
、

( 1
.

3 9 ) 代入方程 ( 1
.

4 ) 则得

令
+ 〔: 2

一 ( 1 + a :
十 ,

:
)矛〕
留一

, 声一 犷 ( 1
.

4 3 )

求方程 (1
.

4 2)
、

(1
.

4 3) 在 t = 0 邻域的解
,

便得方程 (1
.

5 )
、

(1
.

4) 在 : = co 邻域的解
.

由式 (1
.

1) 可以看出
,

在方程 (l
.

4)
、

( 1
.

5) 中
,

a 和刀可以互换
.

所以不失普遍性
,

可设 a > 刀
.

这样
,

方程 (1
.

4 2 )在奇点 t = o 的第一指标为零
,

第二指标为 ( 1一 yZ

) 二 一 ( a 一句
.

因此
,

如果 (a 一功 沪几
,

几= O
,

1
,

2
,

3. 二 ,

则方程 (1
.

4 2) 的两个解为

、犷一 匕 d二
“ ) t “ ( {t l< 1 ) ( 1

.

4 4 )

川尹= 、,
,

了, ( 2 ) t
一‘a 一

声) + 二

一

“
一

日 一 .

, . 0

( }t }< 1 ) ( 1
.

4 5 )

,

(刀
:
)

.

_ (
a )

.

( l + a 一下)
。

:

(?
2
)
二
一 。 : ( x + a 一口)

, ( 1
.

4 6 )(az)(l)d二“ ) 二

d孟
弋“) 一

( 1一竹 + a2 )
,

( 1 一夕
: + 刀

2
)

.
_ (刀)

。

( 1 + 刀一丫)
。

( 1 )
,

( 2一 下:
)
。

一 n ! ( 1 + 口一 a )
。 ( 1

.

4 7 )

与此相应
,

方程 ( 1
.

4 3) 的两个特解为
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山; = 乙 D轰(
‘, t,

({t {< l) (1
.

4 8 )

田 :
= 乙 几

灯” t一 ‘a 一 ”。十
,

({t }< 1 ) (1
.

4 9 )

脚
一

时风
(l ) = 一

(a
:

)
.

(1 )
,

1

九(舟+ , : 一 1 )

1

壳(k + a 一刀)
(1

.

5 0 )乙问一吵少却了)
·

n ! L l 十 a 一 p ) -

D 二‘
! , _ _

(1 + a Z 一甘:
)

,

(1 + 夕
:
一下: )

,

(i)
二

(2 一 , :
)

. 乙
七一 I

1

六(吞一 , : + 1 )

(刀)
。

(1 + 刀一 , )
.

n 里(1 + 刀一 a )
二

丫 ~ 、

二曰

七. 1

1

k (存+ 刀一 a )
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.

5 1 )

如果 (a 一月)= 凡
,

汽= o
,

i
,

z
,

3
,

⋯
,

则方程 (1
.

4 2) 的第一解仍 为 式 (1
.

4 4)
,

但

其第二解不再是 (1
.

45)
,

而由下式表示

时 = 乙心胃 户
一 ‘

In t+ 乙
。

护 一 乙 g 介
一 ’

(}t }< 1 ) (1
.

5 2 )

式 (1
.

5 2 )

e 二

中
,

系数 d 二“ , 按式

_ (a )
二

(1 + a 一 , )
,

一 。 ! (1 + a 一口)
,

月 . 1 月 . 1

(1
.

46 ) 确定
,

而

〔势(a + n
)一劝(

a )

十功(1 十 a 一卫十 n) 一叻(1 + a 一下)一劝(1 斗
-

一刀十 n)

+ 呐(1 + a 一口)一劝(l十
n
)+ 势(1 )〕 (a

,

l + a 一 ? 铸。) (1
.

5 3 )

、、J./

刀一“
(
“一口

\矛了 1 司

2
,

3

l + a 一 甘笋 1 2
,

3

(a 一口= 0 )

/仁
、才
叮
、�日甘

l
、

l
一一

( 1
.

5 4 )

将式 ( 1
.

5 2 ) 代入方程 (1
.

4 3) 的右端
,

然后解 (1
.

4 3) 得

闺 田 一 ,

切 :
~ 乙 D 二“’川

n t + 乙 E 介
,

一乙 G 二t一 ( {t }< 1 ) ( 1
.

5 5 )

式 ( 1
.

5 5 ) 中
, D 二“ , 由式

份 . 1 , . 1

1
.

5 0 ) 决定
,

而

(l + a + 的
。 一 , 一 :

(2 十 a 一 , + 寿)
。 一 , 一 ;

( 1 + a 一口+ 寿)
. _ 。

( z + k )
。 一 。

·

( 1 + Za 一 , + 2左)

一 ‘

岁狱火万状认
一 ’

‘一“十 2“,孙
( ‘’



1 0 8 4

户
二

(a 十 及)
, 一、

(, 十
一

a 一 : + 众)
, 一 、 _ ,

—
户 八

, 、 , ,
、

匕 ‘

昌 (a 一户+ 总)
, 一 ‘、

一

,
t纪)

” 一“ “ ,
(1

.

5 6 )

(1 一 n 、: _
、 _ ,

(1
一车

一

a 一刀一
、)

, _ ; _

(a 一 n )
, _ 。

(1十 a 一 },

一 。 )
, 一 , (1

.

5 7 )

二
、

解的特殊函数表示

现在研究一下利用超几何函 数 F (a
,

b ; 。 ;
卯以及引进几个新函 数来表示重超几何方程

的解
,

这些函数是

一) F (
a ,

b , e ; 雪) = 艺 d :亡
”

(}亡}< o) (2
.

1 )

其中

d竺二
(a )

,

(b )
,

” ! (c )
二

a 或 b 等于零或负整数
,

且 a ) c 或 b》动

(2
.

2 )

(e铸 0
,

一 1
,

一 2
,

一
,

除非

2 ) f(
a ,

b ; e , C)= F (a
,

b ; c ; 互)In止+ 乙
e :立

t

一 乙 g :雪
一 ,

(2
.

3 )
二

l
二

1

(l心t< 1 , e , l
,

2
,

3
,

(a )
,

(b)
,

。 ! (c )
二 〔劝(a + n )一功(

a )+ 劝(b +
”
)一叻(b)

一功(e + 。) + 砂(e )一势(l+
。
) + 劝(1)〕

(除满足 d : 的条件
,

还要 。 ,

b笋 0)

(2
.

4 )

、、./
r

1占

一
C

(n 一 1 )

(1 一 a )

0

e = 2
,

3
,

4

,

b祷 1
,

2
,

= 1 )
(2

.

5 )

3) 功(
a ,

b ; e

{
为

;
幼二乙次雪 (19 }成 1 ) (2

.

6 )

中中式式

乙 (
a
)

, , , (b)一 ,

D 竺二
_

红
,

n 一了e )
_

(e 笋 0
,

一 1
,

一 2 _ 3
, ‘ ’ ‘

(2
.

7 )

4 ) 甲(a
,

b ; C ; 亡)= 必(
a ,

b ; e ;

止)In心+ 乙 E :雪
,

一乙 G 份雪一 (}乙1< l ; c = 1
,

2
,

3
, ’ ‘ ’

(2
.

8 )

其中
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10 8 5

百节= 三二t
(a + 1 + k少

。 一 , 一 l

(e + 左)
。
一

乙+ z + 儿)
,

一
1

1 + 众)
, 一 、

(
a 一

卜b斗
一

Zk )
了.、了.、

七 = l

(a 月
一

寿)
二 一 , (b + k )

。 一 ,

(c 一 1 + 龙)
,

一

, + ,
咬左)

, 一 、 :

(一」
一

+ 2“)
〕
D :

+ 口
七 = 1

(
a + L+ 怠)

: 一

。一 ,

(b + 1 + k )
, 一 , 一 ,

(c + k)
, 一 。

(l + 点)
, 一 。

e贯

(E 育要求的条件与时相同) (2
.

9 )

、.了、,了

G : ~ 一乙
七. 1

(c 一 。)
。 一。 (1 一 。

(a 一 。)一。十 ,

(b一 n
卜

“ g 节 (
a ,

b笋 1
,

2
,

3
,

⋯
, e 一 1 ) (2

.

1 0 )

5 ) 功
、

(
a ,

b ; e ; g )= 乙 D 言
’

亡
.

({亡}< 1 ) (2
.

1 1 )

D 忿
份
二 一

二
1

(a )
。

(b )
。

n 足(c )
。

1

壳(
e 一 l + 寿)

(e 手 0
,

一 1
,

一 2
,

一 3
,

⋯ (2
.

1 2 )乙k-1

8匕洲沪 ,

(a
,

b
; e ; 雪)= 娇

,

(a
,

b ; e ; 雪)In亡+ 百竺
‘

护一乙 G 贯忙
一 ’

({互}< 1 ; “一 1
,

2
,

3, 二
’

二
1

(2
.

1 3 )

E 誉
.
二 ,

1

「(
。 + 一+ 掩)

。 一。一 :

(b + 1 + 掩)
, 一 , 一 ;

(。 + 6 + 2左)

(c + 掩)
. _ .

(] + 舟)
。 一 。

(
a + 龙)

二 _ 。
(b + 寿)

, _ ,

(。一 1 + 几)
” _ 一卜 ,

(几)
。 一 , 十 l

(一
] 十 2“)〕

D :
·

_ 于 (叶 “卜
.

(“+ ‘)

拭 (c 一 1 + k )
,

一
十 ,

(k)
吐 (E 竺

.

要求的条件与心相 同) (2
.

1 4 )
汤 _ 奋 十 1

G 誉
‘
= 又

七. 生

(1 一
。
)
。 _ , _ l

(
e 一。

)
。 _ . _ ,

(a 一 n
)

, _ 。
(b一 ”)

。

一
夕t (

a ,

b尹 1
,

2
,

⋯
, e 一 1 ) (2

.

1 5 )

利用上面六个函数 可将重超几何方程的解表示如下
:

1
.

在奇点 : = O 的邻域

i) 当? 并几
,

凡= O
,

士 1
,

士2
,

⋯
,

且

( 1 ) v> 1时

U 乳
。) 二F (a

,

夕; 丫; :
)

U 欲
。。二 : ’一 夕

F (1 + a 一 ?
,

1 + 口一 : ; 2 一飞
, ; “

)

U
; 。。, 二功(a

,

刀
;下; 2 )

U Z ‘。,
二 : ‘一 y

必(1 + a 一下
,

1 + 刀一 夕
; 2 一 , ; z

)

( 2 ) 下< 1 时
‘

(2
.

1 6 )



1 0台6 主 慎 行

U 戮
。) 二 : ‘一

甲(1 + a 一 ?
,

1 十刀一夕
; 2一 下; z

)

U载
。) = F (a

,

夕
; ? ; z

)

U : 。。) 二 : ‘一
, (z + a 一下

,

1 + 刀一下
; 2 一 , ; :

)

U : (。) = 功(a
,

刀
; , ; z

)

ii ) 当 ? = 几
,

几= O
,

士1
,

士2
,

⋯
,

且

( 1 ) , 》 1 而 a
,

夕笋 0
,

1
,

2
,

⋯
,

? 一 i 时

(2
.

1 7 )

U式
。) == F (a

,

刀
; , ; z

)

U 载
。。= f(a

,

夕
; , ; :

)

{U
: ‘。) = 功(a

,

君
; ? ; :

)

U : (。) = 甲(a
,

夕
; 夕; : )

(2
.

1 8 )

( 2 ) , 《0 而 a
,

夕笋 。
,

一 1
,

一 2
,

⋯
,

? 时

U 熟
。) = z ‘一 ’F (1 + a 一 ,

,

1 + 夕一 , ; 2 一 ? ; z
)

U贯(。) = 之‘一 ’f(1 + a 一 ,
,

1 + 刀一 , ; 2 一 , ; 之)

U : (。, = 二 , 一 ,
功(l+ a 一 ,

,

i + 口一 , ; 2 一 夕; :
)

U : (。) = z ‘一’甲(1 + a 一 ,
,

1 + 夕一 , ; 2 一 ? ; : )

2
.

在奇点
z = 1 的邻域

i) 当a 十刀一 , 笋几
,

几= o
,

士1
,

士2
,

⋯
,

且

( 1 ) a + 刀一夕> 0 时

U 戮
, ) 二F (a

,

刀
; 1 + a + 刀一 , ; i 一 :

)

(2
.

1 9 )

U 炙
、) = (i 一 z )

, 一 “一声F (, 一刀
,

, 一a ; i 一 a 一夕+ , ; 1一 : )

U ; 。, ) = 功(a
,

刀
; i + a + 刀一 , ; i一 z

)

U : (; ) = (i 一
二
)

, 一 “一 , 功(, 一口
,

, 一 a ; i 一 a 一口+ ? ; i 一 :
)

( 2 ) a + 夕一 , < o 时

U乞
: ) = (1 一

:
)
y 一 “一声F (? 一口

,

y一 a ; 1 一 a 一口+ , ; 1一 : )

U 重(
, ) = F (a

,

刀
; 1 + a + 刀一 , ; 1 一 :

)

U , ‘; ) = (1一
:
)
护 一“ 一 声功(? 一刀

,

y一 a ; i一 a 一口+ , ; 1一 z
)

U
: (; ) = 功(a

,

夕
; 1 + a + 刀一 , ; i一 z

)

11) 当 a + 夕一 ? = 几
,

几= o
,

士l
,

士2
,

⋯
,

且

( 1 ) a + 夕一y> o 而 a
,

刀铸 0
,

i
,

2
,

⋯
,
a + 口一 ? 时

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

U 式
: , == F (a

,

夕
; 1 + a + 口一 ? ; 1一 z

)

U 全。: , = f(a
,

刀
; 1 + a + 口一y ; i一 :

)

U : ( , , == 功(a
,

口
; 1 + a + 夕一 ? ; 1一 z

)

U : (1 ) = 尹(a
,

刀
; 1 + a + 刀一 甘

; 1一 z
)

(2
.

2 2 )

( 2 ) 1 + a + 刀一 , ( 0而 a
,

夕铸 。
,

一 1
,

一 2
,

一 3
,

⋯
,

z + a + 刀一 ? 时

(2
.

2 3 )

、.‘,,.扭.!
J

、、.了、.J了、恤护了、,.产

U 式
, ) = (1一

:
)

, 一 a 一
声F (, 一刀

,

夕一 a ; 1 一 a 一夕+ ? ; l一 z

U 载
1 ) ~ (l 一 z

)
y 一 “ 一 声f(, 一刀

,

, 一 a ; 1一一刀十
, ; 1一 :

U
, 。, ) 二 (1 一

z
)
y 一 a 一 尹功(, 一夕

,

夕一 a ; z 一 a 一口+ ? ; 1 一 z

U
: 。l。 = (1 一

:
)
y

一
夕甲(, 一刀

,

? 一 a ;

一
a 一口+ 下

; 1 一 :

在奇点 : = co 的邻域 (设 a ) 刀)

当a 一口笋 几
,

几= 0
,

1
,

2
,

⋯
,

时

.、‘.产

,J
-

蓝
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、.......ll
t、

/l

!
�

丫、刀/、、,/
1�之112U : ‘一 , 一 : 一F

(
a

,

1 + a 一 , ; 1 + a 一。
; -

U 耘
。一 : 一 , F

伽
,

1 + , 一 , ; 1 + , 一。 ;

(2
.

2 4 )
。

; 。一 》

一
,

,

(
。

,

1 + 。一 , ; 1 + 。一“
;

互
一

)
。 : 。. , 一 : 一 , ,

;

丈
,

,

1 + , 一 , ; 1 + ,

一专
一

)
11) 当 a 一口= 几沐= o

,

1
,

2
,

⋯ 且 a
,

i + a一 , 子 。
,

1
,

2
,

⋯
,

a 一刀时

u :
. ,

一
;
(

a
,

1 + a 一 , ; 1 + a 一”
; 一

奋)

吸
. )一 :

一
,

1 + 。一 , ; 1 + 卜 ,
; 一

约
。

, ‘. )

一
、

:

(
。

,

1 十 。一 , ; 1 + 。一“
; 一

奋
一

)
u : 。一 。一 二一

、
,

(a
,

1 + 。一 : ; 1 + 。一口
;

奋)

( 2
.

2 5 )

试解方程
、.户、.夕
‘

;
几:又

‘

矛.、、-甘二

乎了、

其中

三
、

例

五五(U ) = 0

L = 二‘1 一 :

尸气一 ( , 一 2 : ) 萝一
2 。

a 之
一

‘

a Z

(iii)

而 拼为一常数
.

因为在式 ( ii ) 中

3
a = 一 2

1
, 。

2 犷 9 一 8拼
,

p = 一 了 9 一 8拜 V = 一 1
11今自

一

QJ今目

所以根据式 (2
.

2 9 )
、

(2
.

2 3 )
、

( 2
.

2 4 )及式 ( 2
.

1 )
、

(2
.

3 )
、

( 2
.

6 )
、

(2
.

8 )
、

( 2
.

1 1 )得

U : 。, 一 :
下 (着

+

蛋“乒
8 。

,

l
, 二 - 一 。

。
犷 9 一 8拼 ; 。 ;

白

1

2 犷 9 一 8拼, 3 ,

Z

)
一矛

或
“, z.

二

)
J .一O自

殊
, 一 zaj (争扮卜如

: :

(乙 此广1时 + 乙
二 O 二 i

·

:z’一

补
扣

一

今

叽
。, 一郡 (言

十

丢。二丽

屿
。) 一 :

城
一

卜
一

护
。

痴
,

1
而矿 9 一 8拼 , 句
‘

了 9 一 s拼, 3 ;

2

)
一砂

晃
”, ,

z

)
i一z

一

119曰



1()8 8 王 慎 行

下
.曰月子.、

⋯

⋯
!!l
ee
l

ee
l

⋯!
.

eell
;

1
1,

1⋯
盛之口l自且

!
写 E 贯广一又 ‘贯:

一 ,

” = 1
)

,土q山

一(鑫
“, ·

’
‘n “ +

以
:
一 (卜

·)
2

权;
+

;

汤 . 1

了 9
一 8声‘

,
一

;
、 9 一 8 ;‘; 3 ; ‘

一)

二 (1一 : )
’

乙心 (1 一 二 )
’

月 , O

、
1 、

一 (卜
: )丫
(孟

十

; 、
, 一 8。

,

;
一

;
一

“、
8 0 3 ; ‘一

今

一 (卜
·)

·

l云
、: (卜

· )
·

, · 。1一)+ 公
·: (卜

· )一公
。: (卜

·犷
·

飞
~ 月 . 0 份 . 几 , . ‘

、 , ,

/ ]
.

1
,

1 1
, _

。 , _

、
U : : , ,

= Ll 一 之 )
“
功气万+ 。

衬 9 一 8拼
, 。

一
,
衬 9 一 8 拼, 。 , 工一 才 )

、 白 山 自 ‘J

= (、一
: 、

’

匕 D 艺(1一 : )
”

/ 1 1 1 1
, 一 八 、 _

、
曰 : , 、

一 (l 一 之 )
‘

叭
。 十 。

了 9 一 8协
。

一
。
犷 9 一 8川 衍 1 一 多 ,

、 ‘ 白 白 自

一 (’一 “ ,
2

!

拱
一
片

·

公 次 (1一 : )
’

In (1 一 : )十圣 灯言(z一 : )一 砚 G 忿(1 一 : )
一 ,

厂

护

件 二 1

O
一

翔
进 )二(一 泛

、
{、

9 一 8。
,

}
、

一

扮
。一 8。 ; 1 十

确一 8、 ;

:)
、 山 白 白 白 ~

叮贫

_ :

(梦
一

冲
一

耐公
、: ‘1 ) : 一

协 . 0

_ 二

(}
+

}确
一

耐二卜卜 {二
9 一 8。

,

: 一 : 二
9 一 8。 ;

卜二 9一 8、 约
、 乙 奋 白 自 ~

_ 二

(卜
’\ /

”一

动止
、: 、一

\
、

少
1
·

Z

月 , O

冲 一呱 (
一

; 十; 1 1

了 9 一 8拼
,

2 + 2 杯 9 一 8拼 , 1 十 丫 , 一 8 拼 ;

阶

、 /”
一

川云
D :

· ‘1
,

一
叮J,‘

l
,一

一一

‘万
U

Z _ :
二

。,、

) / 3 2
,

l x

必
,

(一
。
一

。
犷 9 一 8拼

, , 一 ) v , 一 衫拼 ; 上一 丫 , 一 石拼 ;

、 ‘廿 山 ‘ J .曰 )
_ 二

(2+ {确
二 8

刁乙 。

沙
: 一

二 1



工超几何方犯浏研叱 0 8 分

其中各系数依式(2
.

2 )
、

(2
.

4 )
、

d 忿二 1
,

d贯二 一 2 (1一声, ) / 3
,

(2 5 )
、

(2
.

7 )
、

(2
.

9 )
、

(2
.

x o )
、

(找一2 )为

d t二 一 (1 一拼)拌/ 6

d竺二 一 (z 一拼)产、(2 十 z, ) / 4 5
,

J贯二 一 ‘一
声, )拼(2 + z。)(5

一

+ z, 丫5 4 0

l
,

\ / 1 1 \

十 2 了 9 一 8拼少
,

又2 一 2 斌 9 一 8拼夕
, n 〔秃(k一 1 )一 2 (z 一 # )〕

, )

几, 1

。 ! (3 )
, , ! (3 )

,

11Q山了‘才、

一一
谷.d

式 (
v )中定义 n 〔⋯〕二 1 ;

舌二 l

e 贯二 (1 1一 8 2止)/ 9
, e t二 (一 1 5 + 4 9声‘一 2 5子: 里)/ 7 2

e 贯= (一 1 8 0 + 3 一4“ + 1 13环2
一 1 5 7拼3

)/ 2 7 0 0

;确
一

词
二

(;
-

” ! (3 )
,

1
,

、
2
呷 一 8

吠 阿三
+
王确 一 8 “ +

L \ 乙 乙

+

�12�
‘

了.叹、

�一
补月

e

一

代飞
+

;。
一 8

户
+

代;
一

;。
一 8。十

心
一 ,

(;
-

一 , ( 3 + ·) + , ( 3 )一 , ( 1 + ,
) + , ( l )

〕

l
2 矿 , 一 8拼)

n [ 飞
,

( : 一 1 )一 2 ( 1 一 /‘) ]

n ! ( 3

又
1

「
拭 L

2庵一 2 (左+ 1 )
点(掩一 z ) 一 2 ( 1 一川 k (寿+ 2 )

g 贯二 l / ( 1 一拼)
,

夕寸= 一 1 / 2 ( l 一“) 拼

D : 二 l邝
,

D t二 一 (1 一 2拼)八 2

D 贯二 (一 2 十 2月+ 3拼2
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