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摘 要

本文提出了在复杂边界条件下构造容许位声的转换边界法
·

所谓转换边界法
,

就是首先根据

叠加原理将实际系统转换为基本系统及附加边界力和附加边界位移
,

然后 应用变分原理于基本系

统
,

最后应用级数转换的办法求得实际系统的容许位移
.

本文还给出了边界条件变化的混合能量原理
.

这边界条件变化的混合能量原理和边 界 条件变

化的势能原理和余能原理都是转换边界法的主要理论基础
.

应用转换边界法我们构造了复杂边界条件平面应力问题和弯曲问题矩形板的容许位移
.

由于转换边界法构造容许位移是遵循着变分原理和确定的程序进行的
,

因而克服了 R aylei g h

一R it z 法猜测
、

拼凑容许位移的困难
.

一
、

引 言

如所周知
,

以最小势能原理为基础的 R a y le ig h
一

Ri tz 法有一个特点
,

那就是 当我们要应

用该法时必须预先假设容许位移
。

对于较简单的边界条件
,

由于假设容许位移容易并且它能给计算带来方便
,

因此
,

这一

特点就成为优点
。

然而
,

对于较复杂的边界条件
,

由于假设容许位移有时是很困难的
,

并且

常常是不可能的
,

因此
,

它在很大程度上限制了 R a y le ig h
一
R it z 法的应用

.

在这种情况下
,

这一特点就成为缺点了
。

为克服 R a yle 馆h
一

Ri tz 法的这一缺点
,

人们提出了很 多方法
,

例如K o H

叩 oB 。 : 变分法〔3 ’,

广义变分原理方法
〔“’; 我们应用功的互等定理

〔们和改进经典的 Cas ti g lia n 。 定理 〔”’也可以 克

服这一缺点
。

须知
,

对于最小势能原理而言容许位移是必须的
.

但是
,

它并未要求一定用假想的办法

给出容许位移
。

诚然
,

对于较简单的边界条件
,

直接假设容许位移是方便的和有效的
.

然而
,

当某些问题的边界条件比较复杂时
,

我们就不应当再沿用这一方法
,

而应另寻出路
。

为构造

容许位移这一出路应以确定的原理和程序为基础
。

事实上
,

本文正是这样做的
。

我们根据叠加原理
,

边界条件变化的变分原理
,

Di
r ic hl et 原

理和转换级数法提出了构造复杂边界条件容许位移的转换边界法
。

由于我们是根据确定的原理和程序去构造容许位移
,

而不是依赖于假想和经验去拼凑它

.

钱伟长推荐
.
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们
,

因此
,

自始至终变分近似计算都被置于可行性基础之上
.

二
、

边界条件变化的混合能量原理

在本节我们认为
,

应力
、

分量以无限小的增量由
,

⋯
,

应变分量增量分别为曲
,

⋯ ;

理
,

我们有
【‘’

应变和位移分量都处于真实状态
.

如果我们给表面又上的位移

由它们所引起的在表面S : 上的位移分量的增量和在体域 厂内的

6e
, ,

⋯
,

而给定的体积力分量和表面力分量保持不变
.

据虚功原

!11
;
(a

,

“二 + ⋯ )“厂一
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· + ⋯ , “厂
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5 :

(,
,

“·+ ⋯ )d s +
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‘

(X
·

““+ ⋯ , d s
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.

1 )

如式(2
.

1) 左边以弹性体应变能增量来表示
,

我们得
〔‘’

“U 一

{{{
;
(, “

· + ⋯ ) d 犷+

}{
: ,

‘,
·

“· + ⋯ , d s +

{{
: :

‘X
·

“+ ⋯ ,“S ‘2
·

2 ,

如果在 S , 上的位移分量。 ,

⋯
,

保持不变
,

而由曲
,

⋯
,

引起的表面力分量的增量为占戈
, ,

⋯
,

式(2
,

2 )可 以被写成

。u =
({{ (笼。“

一

十
一 )J : 一 {{

,

(“。x
,

+ ⋯ )、s 十 {{
_

(x
,

。。+ ⋯ )、s

J J J V J J 占 1 J J 山 2
(2

.

3 )

事实上
,

应用功的互等定理
,

我们能够从式(2
,

2 )导出式(2
.

3 )
.

我们假设
,

第一状态为
:

在厂域内有万
,

⋯ ; 。十加
,

⋯
、

在 Sl 上—
戈

, ,

⋯ , “十 d气

⋯
、

在又上—
X

, ,

⋯
,

; a + 加
, ·

⋯ 第二状态为
:

在犷域
—

X
,

⋯ , “ + 面
,

⋯
、

在Sl 上

—
戈

,

+ 占刃
, ,

⋯ ; u ,

⋯
、

在又上— X.
,

⋯ , 。+ 面
, ·

⋯ 在此两状态间应用功的互等定

理
,

我们得
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将上式代入式(2
.

2 )我们得到式(2
.

3 )
。

我们称式(2
.

3 )为以势能原理为基型的混合能量原理
。

下面我们将考虑体积力和力的边界条件的变化
。

如果我们分别给体积力分量和在 S :上的表面力分量以无限小的增量6叉
,

⋯ ; d叉
, ,

⋯
,

由它们所引起的在5
2

上的表面力分量的增量和在犷内的应力分量的增量分别为dX
, ,

⋯ ; 6J
, ,

⋯
,

而在犷内的应变分量和在又上的位移分量保持不变
.

据余虚功原理
,

我们有
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如式 (2
.

4 )左边以余能增量来表示
,

我们得
’‘〕

6犷一

{l{
;
(
·“, +

如果在5
2

上的戈
,

⋯
,

⋯ )d厂 +

!}
s ,

(““,
·

十 ⋯ , d“ +

!!
5 2

‘““万
,

+ 一 , d“
:

‘2
·

5 ,

保持不变
,

而由之引起的。
,

⋯ 的增量分别为曲
,

⋯
,

于是式(2
.

5)

成为

。: 一

{!!
;
(
·‘, + ⋯ )d犷 +

!!
: :

(
·“叉

,

+ ⋯ , d s 一

{!
: 2

‘X
·

““+ ⋯ , d s
(2

.

6 )

应用与前述说明相同的方法
,

我们能够证 明
,

式(2
.

6 )可由式 (2
.

5) 导出
.

我们称式(2
.

6 )

为以余能原理为基型的混合能量原理
。

边界条件变化的势能原理
,

余能原理和混合能量原理是构造容许位移的理论基础
。

三
、

构造矩形板弯曲问题和平面应力问题的容许位移

1
.

悬臂矩形板的弯曲容许位移

我们将首先研究如图1(a) 所示
,

作为实际系统的悬臂矩形板的弯曲容许位移
.

转换边界

后
,

它成为如 图 1(b )所示
,

作为基本系统的简支矩形板及相应的附加边界力和附加边界位

移
,

这些力及位移分别作用在该板的相应边上和角点上
。

下)
一下一

“
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,

R (
a ,

b) 是基本系统的相应等效切力及角点集中力
。

对于

对称弯曲
,

我们可以假设边界弯矩及边界位移为
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,
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功 。
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,
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,

混合能量原理(2. 6) 成为
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,

它即成为容许位移
.

应该说明的是
,

当我们把功
。
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,

川

展成三角级数时
,

对于满足边界条件
,

它在 x = 0
,

勺 g = b 出现第一类间断点
,

故 式 (3
.

4 )
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, 。 和 g = 热 但是

,

当我们据附录将式 (3
.
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.

5) 后
,

(3
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.
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。

2
.

四边中点支承的矩形板非对称弯曲的容许位移
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,
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.
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,
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