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摘 要

不文首先对弹性材料的应变能函数习(E : j)和余应能函数 习 c

(S ‘,

)的部分
“

对应
”

变量作 L e -

ge n dr e 变换
,

引进
“

对应
”

的混合余应变能函数艺
“*l 和混合应变能函数艺划

.

进而
,

给出非线性弹

性理论的各种
“

对应
.

的混合能量形式广义变分原理
.

线性弹性理论也有相应结果 [l]
,

它是 本 文

结果的特殊情况
.

一
、

RlJ 吕

线性弹性理论和非线性弹性理论的各种广义变分原理已有很多论述和应用
〔‘’“ ‘“’·但是

,

对应力
、

应变作某些假设的工程理论
,

例如梁
、

板
、

壳的经典理论却不能由线性弹性理论 的

一般广义变分原理得出 〔”
.

胡海昌先生针对板壳经典理论的直法线假设
,

对线性弹性材料
,

首先定义了一个混合应变能函数
,

然后引进一个线性弹性理论的特殊的三类变量广义变分原

理
—混合能量形式广义变分原理

〔‘’.

由这个特殊的变分原理
,

就能够得到梁
、

板
、

壳的经

典理论
。

但是
,

在非线性弹性理论中
,

还未见到关于混合能量形式广义变分原理的论述和应

用
。

本文应用L e g e n d re 变换〔7 ’‘”’,

对非线性弹性材料的应变能函数 乞 (E ,
力和余应变 能函数

兄
‘

(从户的部分
“

对应
”

变量作L e g e n
dr

e变换
,

定义
“

对应
”

的混合余应变能函数 E
“

。和混

合应变能函数E 。‘
(掩二 0

,

1
,

⋯
,

6 ; k + l= 6 )
.

进而
,

我们引进非线性弹性理论的各种
“

对应
”

的三类变量混合能量形式广义变分原理
.

线}红单性理论中也有相应结果
〔”

,

它是非线性弹性
-

理论中的混合能量形式广义变分原理的特殊情况
。

本文采用文献〔2 〕中张量记法和符 号
.
、‘为直角C ar te sia n 坐标系

,

而且表示物体的 L ag
r a n g e变数

.

英文字母 i
,

j
,

⋯取值范围为 1
,

2
,

3
,

希腊字母 a
,

刀
,

⋯取值范围为 1
,

2
。

E ‘,
为G r ee n

应变张量 , S , , 为K ir o h hof f应力张量 ; 名 (E ‘,
)
、

兄
·

(S : ,
)分别为初始构形上的单位体积的应

变能函数和余应变能函数 ; f
‘
为初始构形上的单位体力 ; T ‘

为初始构形上单位面积力
.

.

郭仲衡推荐
.
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二
、

混合余应变能函数和混合应变能函数

弹性体B 的初始构形 F 十 A 为自然态
‘“’.

设B存在应变能函数E (E ‘,
)

,

巨由本构方程

a兄 E (
。‘

)
aE ‘,

S 、,
(2

.

1 )

确定的从
, 与E

, j一一对应
.

对 E (E ‘, )的全部变 鼠E
‘, 作 L e ge n dr e变换

,

由T r a ns 定理 汇”
,

一

定存在余应变能函数兄
“

(S
: , )

,

兄
·

(S
‘, )二 [ E ‘, S ‘, 一 艺 (E

‘,
)〕l百 一尸 心、、 )

且

反之
,

a E
‘

(S * ‘)
a s ‘, E ‘J

(2
.

Z a
)

(2
.

2 b )

对 E
c

(夕
‘,

)的全部变量S ‘, 作L e g e n d r e 变换
,

必有

乙 (E ‘,
)二〔E

‘, S ‘, 一 E
“

(S
。,

)〕{s 、 一夕‘ (刀、 )

a艺 (E 。‘

a艺 ‘,
S ‘,

(2
.

3 a
)

(2
.

3 b )

E (E ‘,
)亦可认为是 6 个独立变量 E l , ,

E 2 2 ,

E 33
,

r 1 2 ,

几
3 ,

厂
2 3

的函数
,

并记 E ll,

⋯
,

厂
2 3

为 E
‘

(‘= 1
,

2
,

⋯
,

6 )
,

几
2
二 2 E 1 2

= ZE
: , ,

厂 1。二 ZE , 3
= 2 E

3 1 ,

厂
2 3
二 ZE : 3

= 2 E
3 2 。

同

样
,

E
“

(S ‘,
)可 以认为是 6个独立变量5 1 1 ,

5
2 2 ,

5
3 3 ,

5 1 2 ,

S 、3 ,

S
: 。

的函数
,

并记 5 1 , ,

⋯
,

5
2 3

为S
‘

(f= 1
,

2
,

⋯
,

6 )
。

于是 (2
.

Z b )
、

(2
.

3 b )又可以表示为

a艺
“

(S ,
)

日S
‘

E
‘

(2
.

2 e
)

a 公 (E ,
)

a E
‘ (2

.

3 e
)

我们称E ‘和S ‘
(i = l

,

2
,

⋯
,

6 )为
“

对应
”

对应变能函数兄 (E
‘
) 的部分变量E , ,

艺夏
‘

(S
, ,

⋯
,

S 。; E
, ,

⋯
,

E
。

)存在
,

兄鑫
,

(S
, ,

⋯
,

S
。 , E

, ,

⋯
,

变量
。

⋯
,

E 。作 L eg o n d re 变换
,

由 T r a ns 定理
,

必有

E
:

4a4b4c招(2(2t 乙 E ‘S
‘
一 E (E , )

卜 , , ”
’ , q

万
。 ; E

, , ,

尸
:

)

及
、 ; E

r ,
.

二 ,

刃
:

)

噪:l= 凡
,

一 噪于
一几

豁涪
一又

,

一器{
‘

一又

同样
,

对余应变能函数￡
‘

(S ‘
)的部分变量S

, ,

⋯
,

S 。
作L e

ge
n d r e变换

,

必有名
, 乙

(E , ,

⋯
,

E 。,

S
, ,

⋯
,

S
。

)存在
,

兄 。:
(E

, ,

⋯
,

E 。; S
, ,

⋯
,

S
,

)

一

〔
一

矛
. , 。

E ,“‘一名
“

‘“
,
’〕

·: :一 (2
.

sa
)

S 二S
、

(E ,
.

E
、 ; S

r , .

5
5

)

E
、 ; S

r ,

⋯
,

S ;

)
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a 公
无‘

日E ,
S

,
a兄

。‘

一

a E q S 。
(2

.

sb )

a艺 。‘

as
, 二一 E

, ,
a艺 七‘

as
: = 一E (2

.

se )

E
, ,

⋯
,

E
。

(S
, ,

⋯
,

S
。

)是E ;
(S ‘

) (‘= 一
,

⋯
,

6 )去掉E
, ,

⋯
,

E
。

(S
, ,

一
,

S 。
)所余下 的应变 (应力)

分量
,

k 是参加 L eg e n d re 变换的应变 (应力) 分 冠个数
,

l是未进行 L eg e n d re 变换的应变

(应力) 分量个数
,

k + l二 6
.

我们称艺
“。:

和 E
。 :为

“

对应
”

的混合余应变能函数和混合应变能函数
.

例如
,

我们对各向同性线性弹性材料的 E (E ‘) 和E
‘

(S
‘

)的
“

对应
”

变 鼠厂
。 3 、

S
a 3

(a 二

l
,

2 )分别作 L e g e n d r e 变换
,

贝!1有

兄 至
4

E
Z ,

一
2

愁‘
5

2 1 3 + 5
2 2 3

卜 ;
〔“(二

, 1 + 二
2 2

+ 二
3 3

)
2

+ ZG (E I; + E 至
: + E ;

3

)+ G 厂 { : 〕

一

;
一

‘(厂、
。

+ 厂 :
3

卜 2

公
〔(“‘

1 + “,
2

+ ““
3

,

一 Z v
(5 1 15 2 : + 5 2 : 5

3 。
+ 5

3 3 5 ; 1
) + 2 (l + v

)5
2 , :

]

(2
.

6 )

(2
.

7 )

与文献〔1] 的混合能量函数二相 比
,

E : 4
= 一切

.

显然
,

我们能够得到很多
“

对应
”

的混合能量函数
.

对公 (E ‘
)和 E

“

(S ‘
)的全部变量作

L e g e n d r e
变换

,

有

名茵
。

(S ‘
)= 艺

。

(S ‘
)

,

名
。。

(E ‘
)= 公 (E

‘

) (2
.

8 )

因此
,

余应变能函数和应变能函 数是
“

对应
”

的混合能量函数的极端情况
.

三
、

非线性弹性理论的各种混合能量形式

广义变分原理

非线性弹性理论的基本方程和边界条件
:

S , ,
)

, , + f
‘= o (在犷内) (3

.

1 )

。‘, , + u , , ‘
+ u * , 。。。 , ,

) (在厂内) (3
.

2 )

七
。

少FE

a艺 (E 。 :
)

SE ‘,
= S

‘, ,

或
a艺

“

(S 。:
)

a s‘,
= E ‘j (在犷内) (3

.

3 )

子
‘= F ‘。s , 。v , 二少

‘ (在且
,

上)

。‘= 遏
:

(在A
二

上 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )
f
‘,

户
‘

为死载荷
‘5 “,

F ‘。= 头。+ 。‘ , *

为变形梯度张量
, 。‘

为位移向量
,

A
, 、

A
。

分别为已知力

边界和位移边界
, v‘为边界曲面单位外法向量

.

非线性弹性理论(3
.

1) ~ (3
.

5 )的解
u ‘,

凡
, 相

当于二类变量泛函数 (见 [ 3〕(2
.

5 a ,

b ))
.

犷(
。。,

S ‘,
)一

丁
;

{二 (E ‘J
)一〔E ‘, 一 E ‘,

(
。。

)〕S
‘,

一了
‘}d犷

一

丁
,

。

‘
“‘一“)矛

‘d , 一

{
,
口。。户

‘d“
(3

.

6 )
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‘(一
,

S ‘,

卜{
;

{
二

·

(S 。,
) + ‘u。

, , S ‘,
抢材

1一2

+ 。‘·〔(F
‘。s了。)

, , + j
‘
〕

}
d犷一

I
,

‘

“!

子
!
d A

一

丁
A U “‘

(子一 ,
‘
)、,

的驻值问题
.

泛函数 犷
,

J 的独立变量是 “‘,

又 , .

E ‘, 不是独立变量
,

它依赖于又 , ,

程(3
.

3) 决定
.

F
‘, ,

T ‘也不是独立变量
.

式中E ‘,
(
“。

)是个缩写
,

(3
.

7 )

由本构方

: ‘,
(
。。

)二叠
一

(
。‘, , + 。, , 。+ “, , ‘一

, ,
, (3

.

8 )

我们用

E E : S ‘一艺 鑫,
(S , ,

⋯
,

S 。 , E
,

‘· , , ” ”q

兄 E ‘S ‘一 公。 :
(E

, ,

⋯
,

E 。 ; S
, ,

(3
.

9 )

(3
.

10 )
二 , ,

⋯
,

分别代换犷
、

J中的E (E
‘,

)和公
“

(又
,

))
,

则有泛函 数

犷。
(
。‘,

S ‘, ,

E
, ,

⋯
,

E
,

)

E
v 、 ‘. , ,

’ ‘ ’ , q

: ‘s ‘一 二 、! 一「:
! , 一 E

! ,
(
。·)〕S ‘, 一。:

!
‘

于
d犷7,、‘

V

了.

J

一

I
,

“

‘一“)于
‘d A 一

I
,

口

一户
。d“

(3
.

1 1 )

J。
(

u ‘,

S ‘, ,

E
, ,

⋯
,

E ,
)

, ‘u 。 , , S
‘, + u ‘[ (F

‘。S , 。

)
,

抢份

11C乙一

丁
,

{ E E ‘s 一 公 。‘+

‘· , 厂
‘ · , 空

+ f‘〕飞、: 一 仁: ‘

子
‘、, 一仁(

。‘

子
‘一
少
‘
)J , (3

.

1 2 )
· 碑 ,

曰 J J刀
。

一

” J刀。
‘

”
犷* 是不受约束的独立自变函数

u 。,

又
, ,

E
, ,

⋯
,

E
:

的泛函数
,

J , 是不受约束的独立自变函数
。‘,

又
j ,

E
, ,

⋯
,

E
。

的 泛 函 数
.

犷
。

和 J , 的独立应变分量自变函数合起来正好是全部应变分

量
。

我们称犷。和J ,
为

“

对应
”

的泛函数
.

混合能量形式广义变分原理I* :

d犷。 }
。 , ,

、‘
,

百
r ,

一

、 E
:

= o (3
.

1 3 )

或 犷*
!
。i,. 乳

,

尽二
,

E
;

= 驻值 (3
.

14 )

的充分必要条件是
u ‘,

又
j ,

E
, ,

⋯
,

E
:

满足
:

平衡方程 (3
.

1 )
,

部分应变位移方程

E
,

== E
,

(
u ‘

)
,

⋯
,

E
:

= E
s

(
。‘

)
,

(在厂内) (3 一5 )

部分本构方程

a公
。七z

a E
,

= _ S
, ,

⋯
a名

。, ,

a E
s

= 一 S
, ,

(在犷内) (3
.

16 )

部分应变位移关系和本构关系的混合方程
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a

篡
‘
一“ ,

(u.)
,

⋯
,

瓷酥
一 E 。

(
“‘

) (在犷内)

1 0 2弓

(3
.

1 7 )

边界条件 (3
.

4 )
、

(3
.

5 )
.

式中E
,

(u ‘)
,

⋯
,

E 。
(

u ‘
)由(3

.

5 )式定义
.

混合能量形式广义变分原理 I 。 :

盯
,

{
。 ‘

.

5 *
,

E
。 , .

E ~ 0

或 八 }
。 、

,

￡
,

马
,

二凡= 驻值

的充分必要条件是“‘,

又 , ,

E
, ,

⋯
,

E 。满足
:

平衡方程(3
.

1 )
,

部分应变位移方程

E
,
二 E

,

(
u ‘

)
,

⋯
,

E 。= E 。
(
。‘)

部分本构方程

(3
.

1 8 )

(3
.

19 )

(在犷内) (3
.

2 0 )

a公 机

aE
,

S
, , a E 抢 :

日E 。
S
。

(在犷 I勺) (3
.

2 1 )

部分应变位移关系和本构关系的混 合方程

a乙 。‘

日S
, = 一E

,

(
u ‘

日名 。‘

日5
5

= 一 E
。

(
u ‘

) (在价勾) (3
.

2 2 )

边界条件(3
.

4 )
、

(3
.

5 )
.

我们称混合能量形式广义变分原理 I
。

与 I 、为
“

对应
”

的混合能量形式广义变分原理
.

我们不去一般地证明广义变分原理 I
。 、

I
。 ,

而 以广义变分原理 I
: 、

1
2

为例证明之
.

厂
a 3

S
a 3
一名 鉴

4

(S
a。,

E , 1 ,

E
: 2 ,

E
a 3 ,

厂 1 2

)

厂
a 3

S
a。一兄 : 、

(厂
。。,

5 1 , ,

S
: : ,

S
。。,

5 1 2

)

(3
.

2 3 )

(3
.

2 4 )

分别代换 (3
.

6 )
、

(3
.

7 )中的名 (E
‘,

)和习
“

(S 。,
)

,

犷
2

(
u ‘,

S ‘j ,

E l; ,

E
Z : ,

E
o 3 ,

有

厂 : :

)

一

{
; 、r 一S

一
乙 :

4
一「E ‘, 一 E ‘,‘一 , 〕S一‘

:一‘d犷

一

J
月

。

‘一“ )少
‘
d A 一

I
,
。
一少

‘d A
(3

.

2 5 )

。
, , 、

f f 。 。 一
.

1 。

J “气“‘
, 。“

, ’ a 3 ) = J
;

飞
’ a 3 O

a 3
一‘ 2‘十 百

“脂 , ‘u 七 ,
‘。‘,

十 一〔(F ‘·S , :
)

, j + j
‘〕
}

d U 一
‘

{
,

.

“
‘

少d A

一

{
, 。“‘(护

‘
一少

‘

)dA

犷
2

是 u ‘,

S
‘, ,

百 , 1 ,

⋯
,

厂; : 1 3个独立自变函数的泛函数
,

J Z是“‘,

S ‘, ,

I
’ a 3

1 z

的泛函数
。

混合能量形式广义变分原理 l
: :

d犷
:

}
。‘

,

s ‘, ,

E , ;
,

.

,

z
,

: 2
= 0

或 犷
:

}
。2, sf

, ,

El
l

,
.

,

厂。二驻值

的充分必要条件是
“‘

,

凡 , ,

E l, ,

⋯
,

厂 , 2

满足
:

(3
.

1 )
,

(3
.

2 6 )

个独立 自变函数

(3
.

2 7 )

(3
.

2 8 )
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E l, = E , ,
(

u ‘
)

,

E
2 2
二E

2 2 (u ‘
)

E
o 3
二E

3 。

(
u ‘

)
,

I
’ 1 2

= 厂 1 2

(u ‘
)

a公雪
‘ 。 a E 萝

、 。

菇;犷一
“, ; ,

论;犷一
“况

(在矿 内,

} (3
.

2 9 )

(在
·

厂内) (3
.

3 0 )

= 一 S
。3 , 口兄 雪

4

O厂 2 2
= 一 5 1 2

== 厂
a 3

(
u ‘

)二 2百
a 3

(u ‘

) (a 二 1
,

2 ) (在 厂IkJ ) (3
.

3 1 )

c

妙”
‘

24a3
犯aE泥昭

边界条件 (3
.

4)
、

(3
.

5 )
.

对犷2作变分
,

并利用 G a us s 定理以及

S
! , E

! , (。
,

)一 (。
!
F

‘·
s

, 。

)
, ,

一 (F
, ·
￡, ·)

, J 一

{
一

, ‘
二

, ,
S

‘J

(3
.

3 2 )

则有

「 r
‘一 ,

。 。 、 . , , 。 .

/ 。
.

a乙 至
,

、
。
。

o 厂 2
= 一 )

F

飞
L 又厂 ‘““ , ‘ ,
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+
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由变分式 (3
.

3 3 )
,

立刻证明了混合能量形式广义变分原理 工
: .

混合能量形式广义变分原理 I
: :

盯
:

}
。、

.

5
: , .

厂 乃
二 0

或 J
Z

}
。 ; .

5 * ,
.

r
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= 驻值
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I
一’ a 3
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I
’ a 3
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a 3

(
u ‘)二 Z E

o 3
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‘

) (a 二 z
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.

3 4 )
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.

3 5 )

口E
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a 3
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3
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.

3 6 )
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.
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(
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: :

- 一 E
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(
u ‘)
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)
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= 一厂 1 2

(
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)二 一 2 E I:

(
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)
,

}
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}
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.

3 8 )

{
边 界条件 (3

.

4 )
、

(3
.

5 )
.

同样
,

利用 (3
.

3 2) 和G au
s s定理

,

对人作变分
,
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于是
,

由变分式 (3
.

3 9) 可见
,

混合能量形式广义变分原理 I
:

正确
.

对艺 (E
‘j )

、

艺
“

(S
,

力不同的
“

对应
”

变量作 L eg e n d r e 变换
,

我们就 可以得到很 多
“

对

应
”

的混合能 墩形式广 义变分原理
。

不难计算
,

总计有63 对
“

对应
”

的混合能量形式广义变

分原理
,
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“
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”

的混合能量形 式广义变分原理
.
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S
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“
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.
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S
‘j E
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.
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S
‘, 9 个独立 自变

函数的泛函数
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、

。
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。

一少
‘
d A
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S
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6
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S
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E
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{
F

{
S
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一
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犷
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又 , )正是非线性弹性理论的满足应变位移关 系的以
u ‘,

又 , 为 自 变函数的二类变量广

义变分原理 (见 [ 3 〕(2
.
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)) 的泛函数

,

而 J
。

(
u ‘,

S
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E ‘, )正是以
u ‘,

S
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E ‘, 为 自变函数

的三类变量完全广义变分原理 (见 [ 3 〕(1
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24 b) 的 泛函数
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从
“

对应
”

的混合能量形式广义

变分原理的观点来看
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满足应变位移关系的二类变量广义变分原理和三类变量完全广义变分

原理也是一对
“

对应
”

的混合能量形式广义变分原理
,

但是
,

它们是
“

对应
”

的混合能量形

式广义变分原理的极端情况
.

线性弹性理论中的混合能量形式广义变分原理
, 一

可用本文同样方法处理
,

但是
,

它们是

本文的特殊情况
,

这 里不一 陈述
.

容易看出
,

文献 〔1 〕中的混合能量形式广义变分原理是

本文广义变分原理 I
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的特殊情况
.

四
、

关于弹性薄板大挠度问题

作为非线性弹性理论的混合能量形式广义变分原理的应用
,

我们应用 Ri t : 方法
,

从混合
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能量形式广义变分原理 I
:

推导出弹性薄板大挠度理论的基本方程和边界 条 件
.

从而
,
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薄板大挠度理论便
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) a n d e o m p le m e n ta r y s t r a in e n e r g y

fu o e tio n 艺
‘

仁S ‘,

) o f t h e e la s tie m a te r ia l
, a n d i n tr o d u e e s t h o e o r r e s Po n d in g b le n d i n g e o m

-

p le m e n ta r y s tr a in e n e r g y fu n e tio n 艺 〔 * 2 a n d b len di n g s t r a in e n e r g y fu n e tio n 艺。2
.

Mo r e
-

o v e r , a s e r ie s o f g e n e r a li Z e d v o r ia ti o n a l p r in e ip le s o f th e e o r此s p o n d in g b le n d in g e n e r g y

fo r m o f n o n 一 lin e a r ela s t ie it y 15 g iv e n
.

A s a s p e e ia l e a se ,
t h e r e e x is t e o r r e s p o n d i n g r e

-

s u lts ci〕 i n lin e a r e la s t ie it y
.


