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摘 要

本文从三维的塑性流动理论出发
,

导出了关于理想塑性固体平面应变问题的基本方程
.

利用这

些方程
,

分析了不可压缩理想塑性固体的逐步扩展裂纹顶端的弹塑性场
.

得到了关于应力和速度的

一阶渐近场
.

分析了弹性卸载区的演变过程和中心扇形区的发展过程
.

预示了出现二次塑性区的可

能性
.

最后给出了关于应力场二阶渐近分析
.

一
、

引 言

裂纹顶端应力应变场的精确分析一直是断裂力学发展的前沿课题
。

对于线弹 性 裂 纹 问

Ir w in
〔’了.

W il lia m f“了的早期研究
,

阐明了在裂纹尖端应力应变场具有
r 一
“ 2

的奇异性
.

口‘j 厅。, (0)

K 称为应力强度因子
,

表征应力场奇性强度
.

对于韧性断裂问题
.

断裂过程区是由塑性区包围 , 裂纹尖端的应力应变场是受塑性区的

奇性场所控制
.

因此
,

塑性区奇性场的分析是韧性断裂的关键问题
.

对于静止裂纹
,

H R R 奇性场提供了一个清晰的描述
.

而 J积分 则在一 定条件下成为一 个

有效的控制参量
.

对于扩展裂纹
,

由于问题的高度复杂
,

进展是曲折而缓慢的
.

迄今为止
,

虽然经过许多

学者的努力
,

只对有限几个问题得到了正确的结果
.

问题的提练通常是比较简单而明隙
,

而

问题的求解却往往出人意外的困难
.

对于不可压缩理理塑性平面应变 I型定常扩展裂纹问题
.

R ic e t 3 〕首先讨论了裂纹顶端附

近应力应变场的渐近性质
,

Ch e r e p a n o v 〔咯’又将它推广到非定常扩展的情况
。

但他们的 分 析

均未考虑二次塑性区
,

对这个问题的正确解答是由C o
n 只 H t“’

首先给出的
.

他采用 T re s
ca 准

则得到了渐近场的完整结果 (同一篇文章还得到 I型 问题的正确解答)
.

六年之 后
,

Ri
c e

,

D r o g a n和 Sh a m t“’及高玉臣 〔”重新研究了这个问题
,

采用 M ise 准则得到了与 C 二 e fl 二 H 〔”’相同

郭仲衡推荐
.
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的结果
.

他们的结果与C 二 e n 。 ; 〔5 ’
一

致是
一

可以预料的
.

因为对不
‘

叮压缩理想塑性介质的平面应

变问题
,

T r e s c a准则与M is e s准则实质上是一样的
.

对于同一个问题
,

如果把可压缩性考虑进去就遇到 了 意 外 的 困 难
,

D r u g a n ,

Ri ce 和

Sha m 「吕’及高玉臣 「。’经过曲折
,

各自提出了解答
.

但这两个解答有原则差别
,

双方展开了激烈

的争论
.

D r
ug

a n ,

Ri
o e和 Sha m 『‘’

认为高玉臣
〔“’的解答包含着若干 错 误

.

而 高 玉 巨 〔’‘〕认为

D r
ug an 等

〔“’对裂纹前方应变无奇性的证明是错误的
.

而作者的一项工作
“”’表 明 D r

ug
a n 等人

的解
「“’和高玉臣

〔。’的解在中心扇形区内均不满足高阶渐近方程
,

因此都不是合适 的 主 渐 近

解
。

对于平面应力的情况
,

理想塑性介质中 工型定常扩展裂纹的尖端场
,

虽然有不少人作过

尝试
,

但至今未获解答
.

仅从上述例子不难看出扩展裂纹问题的进展是艰难而缓慢的
.

很多问题都有待 于 进
1

步

工作
。

另
一

方面韧性断裂通常与微观空洞的成核
、

扩展
、

合拼相联系的
.

实验表明
,

宏观 裂 纹

的扩展常常是一步一步地间断进行的
.

在裂纹扩展之前
,

裂纹前方有
一

可能形成微观空洞
.

主裂

纹与微观空洞的合拼导致宏观裂纹的 一步扩展
.

图 1提供了一个铝合金薄板的宏观裂纹前方出

现微观空洞的典型例子
.

对于平面应变试样
,

裂纹前方的微观空洞一 般说来不 可能连接成贯穿厚度的柱 形 空洞
.

这无疑给实验观察带来了困难
,

但是裂纹扩展的Z 字型路径也暗示着裂纹扩展是逐步进行的
.

因此
,

采用逐步扩展的模型来研究扩展裂坟的尖端场是值得的
.

二
、

基 本 方 程

以二 ,

g
, : 表示固定的直角坐标系

.

变张量
,

相应的物理分量表示为。
二 ,

x , , % : , “ 3

乃是其张量写法
.
J 、, , 。‘, 分别为应力张 斌和应

a , ,

a
: , 二 x , , : r : , : : 二

及。: , 。, , e ; , : : ; , 。。: , 。 : : 。

屈服条件

。 ,
一 二

:

)
“

/4 + 弓
, + 3义 / 4 ~ 犷 (2

.

1 )

2
.

本构关系

三维的P r a n d tl
一

R e 吐5 5 流动法则
‘,

]
.

表示为
,

。
‘, 一 ‘
节

, ’“
‘, 一
釜
“‘, 亡* * 、

一

之S ‘J

(2
.

2 )

其中S
, , 是应力偏虽张量

.

D
。, 是应变率张量它们

.

叮用速度场表示
:

D ‘J ~ (口。
‘

/ 口劣
, + 口v , / 口二‘)/ 2 (2

.

3 )

平面应变控制方程

对于平面应变问题
,

有关的物理量都只是x l , 二2

的函数 而与戈无关
.

又有

D
3 3 (1 +

v
)

尸
“3 。
一
异
“一 + “5

3 3
-

由
_

仁
l

一

丈推得
,
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减
.

2
二、 。 。 2

灿
“十 丁尤

几

崛= 一 J
“U

。 。 (2
.

4 )

这里
。= 一 , + 1/ 2而字母 a

,

口
,

,
,

p 只取值 1
,

2
.

重复下标是求和的缩写
.

方程 (2
.

4 )是

平面应变控制方程
.

令

P
a

, 二 a
a

, 一 d
a

, (J
, ,
/ 2 )

利用方程 (2
.

4)
,

本构关系(2
.

2) 化为

D
。

, = {亡
a

, 一 v d
a

, 亡, ,

} / 2拼+ 几P
a

, 一 e几5
0 3
己

a
, (2

.

5)

4
.

应力函数及应力分量

应力平衡方程
一

可以通过引入应力函数功自动满足
.

。一分
,

内一
器 了 : 犷 (2

.

6 )

方程 (2
.

1 )(2
.

3 )一 (2
.

6 ) 即是理想塑性固体平面应变问题的基本方程
.

方程 (2
.

5) 也可改写

为

n l 六
. ,

n
.

3己 尸
. _ .

6

刀
。 , = 2拜厂

·
, 十 人厂

a
” +
兹

L。 ’”十 “ ““」。
a

, (2
.

7 )

对于弹
’

}生不可压缩的理想塑性固体
. v 一 1 /2

,

(a ; 一 叮
二

)
2

/ 4 + : 二, = 几
“

.

由(2
.

4 )得
,

又
3
~ 价 基本方程为

(2
.

8 )

。 1 六
.

。
n

D
·

, 一
泰

p
·

, + 几p
· ,

D
。

, 二 (口。
。

/ 口x , + d y , / 口
% 。

)/ 2

。
.

二功
, , , 二, 二功

, : . : : ,
二 一功

, : ,

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

三
、

裂纹起步扩展的渐近场

讨论平面应变问题
.

考虑不 可压缩的理想塑性固体
.

静止裂纹顶端的弹塑性应力场为

a
二

= “k
,

a ,
= (二 + 2 )左

, : r , = o (在A 区 )

/
_

.

3 _ , 、
, , , _ ; n 一

、

J
,

“ a o = t l 十 。 兀一洲 林
, r , 。一 总 以七刀区少

、 ‘ ,

J
:

== 2左
,

a , = 0
, : : , = o

,

(在C区 )

设想裂纹起始扩展后
,

裂纹顶端将移至O点
,

以 O 为极点建立起极坐标 (, ,

0)
.

由于裂

纹扩展步子很小
,

在线段 O 关 O上可以认为周向正应力J 。

是均匀分布的 (严格地说
,

O 点附近

的应力场与A 区渐近应力场略有差别
.

但是
,

从渐近意义上来分析
,

O 点 附近的应力场总 可

以认为是均匀应力场
.

) 将线段O 苦O割开形成新的裂纹面
.

在新裂纹面上作用着正应力a 。 .

将

该作用力释放至零即可模拟裂纹扩展过程
.

此时有下述边界条件
:

a 。
(
r ,

二
,

t)= (1 一 t)a 。(r
,

二
,

0 )

: , 。

(
, ,

二
,

t)= 0
(3

.

1 )

广 义时间t一 。对应着释放起始时刻
.

而 t = 1对应着释放终了
.
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现在考察C区的等效应力
: 。 ; C区的应力函数沪及应力值分别为
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、11,1
J

t‘..I..J

。一

会
一

{
A !
‘”, + C l + Z e o sZ刀

(1一
e o s Z刀)

。
一;牲黑编 }

+ 。‘ra)

s
,

一

; (a
,

一
)一

勺嘿易
) 十 。‘

·
,

(3
.

6)

: , 。= 一存〔c o sZ刀一
c o sZ (0 + 口)〕/ (1 一

e o s Z刀) + 0 (r )

由此

介
2

(1 一 e o sZ刀)
2

[ 一+ e o s 2
2刀一 Ze o sZ刀

e o sZ(0 + 刀)〕+ O (
r
) (3

.

7 )

若 e o sZ刀( 0 则有
,

r + c o s“z夕一 z e o sZ刀
e o sZ(0 + 夕)= (z + c o sZ夕)

么
一 z e o sz刀(l + e o sz (0 + 口))) o (3

.

8 )

又有

(1 一 e o sZ口)
“
一 {1 + e o s名2刀一 Ze o sZ刀

e o sZ(0 + 刀) }

二 一 Ze o sZ夕{1 一
。0 5 2 (0 + 刀)}> O

从 (3
.

8 )
,

(3
.

9 )推得

(3
.

9 )

0簇
1 + 。0 5 2 2刀一 Ze o sZ刀

e o sZ(0 + 刀)

这就表明
,

只要二 / 4《口( 3二 / 4
,

(1 一
e o sZ刀)

必有
:

( 1 (3
.

1 0 )

丁。 么簇寿
1

也就是说弹性卸载区C
,

满足屈服约束
.

另一方面
,

由 (3
.

7 )得
,

(3
.

1 1 )

(
: 。“

)
’

= 2 : e士。
二

4寿
Z e o sZ刀

(1一
e o sZ月)

2 5 、n Z (。十刀)
丫

在卸载边界显然满足卸载条件
:

〔金
。

〕r
。

= o (在0““一刀处)

综合上述论证
,

不难看出(3
.

2)
.

(3
.

5) 所提供渐近场
,

满足了基本方程
,

区域之间 的 应

力连接条件
、

边界条件及卸载条件
.

关于速度场的连续条件将在下一 节 论 述
.

总之 (3
.

2 )
、

(3
.

5) 所提供的渐近场确实是本问题的解答
.

这个解答包含着一个待定参数刀
.

刀需要通过全

场求解得到
。

从 (3
.

7 )式不难看出
,

当刀~ 二 / 4或 3二 / 4 时
,

区域C处处满足屈服条件
.

口= 3二/ 4
,

对应着释放初始时刻 t = 0
.

此时中心扇形 区并不存在
.

C区与A 区一样是均匀

应力状态
.

刀= 二 / 4
, ,

可能对应着释放过程的中间时刻 t
。 。

此时
,

中心扇形区 B 发展到最大范围
.

也

就是二 / 4簇0( 3二 / 4
,

而整个C 区再次进入塑性状态
,

成为二次塑性区
.

对C区有
:

(3
.

1 2 )
l
、

!
C : = C

‘
= o

,

C
3
= 一 2

C , = 2 一 (z + A ; (0 ))t
。

A璧= (1 + A :
(0 ))(1 一 t。)

功= 裔
r Z

{A l锌
(t) + 1 一 e o s2 0 }/ 2 (3

.

1 3 )

进一步释放作用在新裂纹面上的作用力
,

可以不改变三个区域的应力偏量而只改变三个

区域的平均应力
.

此时
,

塑性应变将会继续增加
.

直至终了时刻 t~ 1
,

A 广~ 0
.

整个渐近应
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力场将与静止裂纹顶端的应力场相 同
.

但是裂纹顶端将移至 O 点
.

中 心 扇 形 区 B 能 否 由

e= 二/4 扩展至0 = 3二/ 4
.

这有待于进一步作全场分析
·

四
、

速度场与应变率场的渐近分析

先考察弹性卸载区的速度场
.

应力率函数价为
,

运= 存; “巨价
, (t) + 亡(t )口+ 价

3

(r)。。5 2 0 + 户
4

(t)S in Z口〕/ 2 + o (
: 3

)

由方程 (2
.

1 1 )
,

(2
.

1 2 )得
,

(4
.

1 )

、

11
,

wel
、

未
户

一象
〔户

。

一
2。+ 价

、5 1· 2。: + o (·)

+

寸
一

象
〔价

名

一
2。十价

, 5 1· 2。〕+ o (·)

(4
.

2 )

+

份
一
窄
一

矿今
。‘· ,

=v0殆孤创
尹·

a硬
lV斤.山。1rlr

由(4
.

2 )的前两个式子得
,

一豪
·: 价

3

一
“·价

4 5 1一“〕一‘
/

‘“
,

才, ·。‘一,

!
一豪

·〔价
3 5 1一。一户

4

一
。〕· , (。

,

! )二 (一 )二(/
么

)

)
(4

.

3 )

将公式(4
.

3 )代入 (4
.

2 )的第三式
,

得
,

f
“

(8
,

t )+ f(0
,

t)二 o (4
.

4 )

:厂‘
一‘, 一 {

。‘一 ,卜 一

豪
价

2

(才)

。(一 ‘卜 一

豪
价

2

(‘)
·‘二 + 价

7

(‘)·

(4
.

5 )

由此
,

(4
.

6 )

f (o
,

t)二口
。

(, )
c 。S口+ 价

。

(t )S in口

裂纹面附近的张 开位移变化率己将是
:

(4
.

7 )

左
_ 二 二

_ 、 .
_

_

二
_
、 _

声
,

.
、

~
。 、

吞= ZU 。(r ,
汀

,

t) = 一 r L(
·

4 + 七 2
(t )In r J + 艺C ,

戈t )r 一艺t
·
。
又犷) + 口气r

“

)
拼

注意到释放初始时刻
,

占~ O
,

因此
,

有
,

几
_

~ ~
.

_ _

。
.

、 _

。
.

、

~
, 。 、

O = 一 r L七
, + 七 : In r 」

一

4
一
艺七 ,

tt ) r一艺七
。
【t ) + U (r

“

)
拜

(
,

1
.

8 )

这里约定C
。

(0) = C
7

(0) = 叭 由于在裂纹顶端张开位移为零
,

因此
,

C
。

(t) = 0
.

在中心扇形区Bl 为
,

。一

{
“!

(‘)
·“

,

+ O‘r
3

,
(4

.

9 )

由方程 (2
.

1 1 )
.

(2
.

12 )得
,
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aavr.
一

护
+ 几凡

l a口 e

十 件一

泰
”
。十又尸

“

(4
.

10 )

: aav0.
+

拿
一
少
一

娇
。+ 几、

考虑到厂
, _

L的速度分量的连续条件
.

可以令

几
,

(8
.

t、
人二 二1 汾

二二一 十 几。 (口
,

t) 十 r山 (U
.

t) + ⋯
r 一

(4
.

1 1 )

功= 乙
r ” 十 ’F

。

(0
,

t) (4
.

1 2 )

不难证实 (参照下一节公式 (5
.

2 2 ))

尸
,

= S
,

二 (a
,

一 a ,

)/ 2 = r
夕

, ;
(口

,

t )+ O (
r 3

) (4
.

1 3 )

将 (4
.

1 1 )
.

(4
.

2 3 )代入 (4
.

2 0 )
.

从 (4
.

1 0 )的前二式得
,

v ,

= f
尹

(0
,

t )+ O (
r
)

。。= f(夕
,

t) + g (
r ,

t)+ O (
r
)

代入 (4
.

1 0) 的第三式得
,

f
“ + f二 一秃义

一

1
(0

,

约

} (4
.

1 4 )

(4
.

1 5 )

ag (
r ,

t)
日r

1
, . 、 , , , 。

. 、

一 r “又r

娇
’= “几。L“

, ‘’ (4
.

1 6 )

由方程 (4
.

1 6 )
g (

r ,

t )二九户
2

(t)
r xn r + 户

。
(t)

r

几
。

(o
,

r)= 左
:

(r)

速度场 。 , .

v , ,

在厂 B
处的连续性条件化为

,

〔f〕r
。
== 〔f

’

(0
,

t)〕z
, 。

} (4
.

1 7 )

(4
.

1 8 )

五
、

二级渐近场分析

令裂纹顶端 O 附近
,

应力函数 功可展成下列级数

功= 乙
r , + ”

F
,

(0
,

t )= 二必
,

(
r ,

0
,

t ) (5
.

1 )

屈服条件可表示为

S 票+ : 票。= k
Z

将公式 (5
.

1) 代入 (5
.

2) 并比较不同的
r 幂次

,

便得
,

S 子
。
+ 二子。

。
= k

Z

(m = o )

乙 {s
, ‘夕

, , + ‘ , , ‘r · , , }二 o

(5
.

2 )

(5
.

3 a
)

粉二
:

(m = 1
,

2
,

⋯ (5
.

3 b )

其中 S
, . = (a

r

一
a 。.

)/ 2
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a
, 。 ,

。。。 ,

‘ 。。分别是应力函数功
。
(

; ,

0
,

t) 所产生的应力分量
.

S 矛
。
+ : 予。

。
= k

Z

一级渐近场就是利用屈服条件 (5
.

4) 得到的
。

当m = 1有
,

S
, 。

S
, z + 了 , 。。r , e l= 0

或改为直角坐标形式

S
, 0 5

: 1 + 丁‘, 。 r 二 , i = 0

注意到各区的渐近应力场及裂纹面上的应力边界条件
.

由 (5
.

5 )
、

对。二 0有

(5
.

4 )

(5
.

5)

(5
.

6 )

(5
.

6 )得

{
A , , r’「(

“0 5 0 + ’‘n o )
“
+ (

c o so一 s‘“ 0)
“

〕 (在A区’

功, 一 {
B , , r ‘

(在B 区 )

t
r 3

{C ; ; e o s 38 + C 1 2 sin 3 0 + C ; 3 e o ss+ C , 4 sin o } + 必璧(
r ,

8 ) (在C区 )

(5
.

7 )

系数C l‘,

满足初始条件
:

C ; ‘
(0 )= o (‘= i

,

⋯
,

4 )

在
,

边界r , 上应力分量口
。, : , , 必须连续

,

由此推得

B ll= SA ll

对于释放前O 点附近应力场的分析
,

推得
,

功
1补

(
r ,

0) == A : :
(0 )

r 3

[ (
e o so + sin o )

3
+ (

e o so一 sin o)
3〕

== A : ;
(0 )

r 3

[ 2 一 e o s2 0〕Ze o so

在边界厂
B上

,

应力分量的全连续条件导致
,

〔功寿
。
= 〔功

‘

]r
月

= 〔诱
“

〕r
。

= 0

将 (5
.

1) 代入上式得
,

r 么{ [ F
。

(8
,

t)〕+
r〔F l

(8
,

t)〕+
r “〔F

:

(0
,

t)〕+ ⋯ }== o

r Z

{[ F
。声

(0
,

t)〕+
r〔F : 尹

(0
,

才)] + r 么〔F : 尸

(0
,

t)〕+ ⋯ }= 0

r 么{[ F
。”

(0
,

t) + r〔F l “

(6
,

t)] + r Z〔F
Z “

(0
,

t)j+ ⋯ } = 0

将方程组 (5
.

1 0) 各式除以r气 令
r趋于零

,

得
,

[ F
。

(二 一刀
,

t)〕= [F 。产

(二一刀
,

t )〕= [ F
。“

(二一刀
,

t )〕== o

条件(5
.

1 1 )即是第三节公式(3
.

3 )利用过的条件
.

如图 3 所示
,

厂
B

的曲线方程是

(5
.

8 )

(5
.

9)

(5
.

1 0 )

(5
.

1 1 )

= 乙 p
。

(0一 0 2
)
”

(0
: = 二一刀) (5

.

1 2 )

将 (5
.

10 )的各式除以尸
,

并对e求一次导数
.

再利用 (5
.

10) 方程组
,

得
,

{仁F :
(0

,

t)] + Zr [F
:

(0
,

t)〕+ ⋯ } = 0 (5
.

1 3 )

{〔F : 尹

(0
,

t)J+ Zr [F
Z 尹

(0
,

才)〕+ ⋯ } = 0 (5
.

1 4 )

dodrdr
�

d0

d r _ 。
. ,

。
. 、

_
.

_ _ 。
. , 。 、

_
.

、
.

。
, , , , 。

.
、

_ _ 一
, , , , 。

.
、

_

d0 悦L厂 l “ 又口
,
t ) 」+ 艺rL厂 , 即

( 口
,

r ) J + ”
‘

全+ 悦厂
。

‘ ’ ‘

又仃
,
才) J + rL厂 l“

‘

又口
,
t ) 」+ ”

’

全“ 0

(5
.

15 )

令
r趋于零

,

得
,

〔F ,
(二一刀

,

t )〕二 O
,

〔F l 声
(二一刀

,

t )〕= 0

[ F : ”
(二一夕

,

t ) 〕+ 户
: [ F 。“ ,

(二一刀
,

t ) ] = o } (5
.

1 6 )
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将 (5
.

7 )代入 (5
.

1 6 )得
,

一 Cl
, 。0 5 3刀+ C l: sin s刀一 Cl

。e o
明 + Cl

‘5 1叨+ A , :
(o )〔(

5 1叨一
e o
明)

“一 (
5 1叨 +

3 (C
; : sin 3刀+ cl

Ze o s 3刀) + C1
3 sin口+ q

‘e o
明= 6A ; ,

(o)
eo sz价in 刀

9 (一 C : : e o s3刀+ C : : sin 3刀)一 C 1 3 e o
明 + C 1 4 s in刀+ 6A : :

(o )(
e o s
口

e o sZ口+

= p l[ F
。“‘

(二一刀
,

t)〕

此外由裂纹面上的边界条件导得
,

3C I : + C I‘= o

C ; 一+ C 1 3
二一 ZA I :

(o)t

e o
明)

3〕二 Bl
i

(5
.

1 7 )

(5
.

1 8)
e o s s口一

e o
明)

(5
.

1 9 )

方程组 (5
.

17 )~ (5
.

2 1) 一共包括 5 个方程
.

但是总共包含了 6 个待定系数

(5
.

2 0 )

(5
.

2 1 )

(除了待定系数 夕

之外 ) 选择P :
作为待定的 自由参数

,

则其余的系数均可由上述方程确定
。

限于篇幅
,

这里不

列出关于系数Cl
‘的公式

。

从公式(5
.

7)
,

不难看出
,

S
, , = (a

一 : 一a 。:
)/ 2 == B : :

(t)3 r / 2 (5
.

2 2 )

厂反
、

裂纹继续逐步扩展的渐近场分析

以上讨论了裂纹起步扩展的渐近场
。

现在进一步讨论裂纹继续逐步扩展的情况
.

值得注

意的是裂纹起步扩展后
,

裂纹前方区域 A 与静止裂纹的情况相同是个均匀应力场
。

如果中心

扇形区B能扩展至0= 3二/ 4
。

那么系数A l
(0) 也 与静止裂纹相同

.

因此
,

裂纹进一步扩展的渐

近场分析可 以重复以上 各节方法
.

如果中心扇形区 B未能扩展至 0= 3二 /4
,

那么系数A :
(0) 可

能不等于 (1 + 二)
,

这并不影响我们的分析
.

总之裂纹继续逐步扩展的渐近场分析实质上与裂纹起步扩展的渐近场分析是一样的
。
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