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摘 要

水文使川阶梯折算法
f l , 2 ,

研究了任意分布载荷下两对边简支 (x = 。和 x = a

边) 单向非均匀

变厚叹 (D 一 D 勺)) 矩形板的弯曲问题
,

得到了 .门题的阶梯近似解
.

文末对静水压力作用 卜
‘

四边简

支线性变厚度正方形板的弯曲作了数值计算
,

所得结果与〔3」一致
.

这样便验证了阶梯折算法的准

确性
.

一
、

引 言

一

在〔l
,

2〕应川过的阶梯折算法的墓础上
,

本 文研究了任怠分布载荷下 两对边筒支 (二二 o

和% 一 a边 ) 单向非均匀变厚度(D 一 D (妇 )矩形板的弯曲问题
,

得到了问题的阶梯近似解
.

其

中
,

D (, )二 E (夕)ha (夕)/] 2(1 一
, “

) 为抗弯 刚度
,

E (, ) 为杨氏弹性模量
,

h( g )为板的厚
.

度
,

, 为泊松比
,

为使问题不致太繁复
,

假定 , 为常量
.

主要的概念是将D (妇离散化
,

最后只需

求解一个 一元联立代数方程组
.

文末对静水压力作用下四边简支线性变厚度正方形板的弯曲

作了数值i十算
,

所得结果 与文献〔3 〕
一

致
,

这样便验证 J
’

阶梯折算法的准确性
.

二
、

均匀等厚度板的初参数解

在讨论非均匀变厚度板的弯曲问题之 前
,

我们先给出在任 音分布载荷下 两对边 简文均匀

等厚度矩形板的初参数形式的通解
.

考虑x 二 o和二一 。两边简支的矩形薄板 A B CF (见图 1)
.

间题的毯本方程为
:

(2
.

1 )一一田
护ay+

护积D

其中川 (二
,

!j) 为挠度
,

D 一 co n s t为抗弯 刚度
,

(] (
、

,

川为任怠分布横向载荷
.

弯矩 M
,

和等效剪力 矿
,

与挠度叨有如 日沟关 系
:

.

本文得到高等学校科技资金的资助
.

本文曾发表在兰州大学学报 (自然科学版)
,

力学专号
,

飞 仁19 了9)
,

1 15 一 1 32
,

但 某 些 计算结果有

误
,

现子以更汇
,

重新发表
.
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念
根据L ev y 解法

〔“燕
,

方程 (2
.

1) 的解为
:

一川
C

二 乙 Y 。 (夕)sin 刀
.

、 (刀= 。二 /
a ) (2

.

3 )

1 其中

Y 。(夕)= A o sh刀, + B o eh月, + C 。月, sh口, + D 。
户梦

e h月夕

+ 2

声
。

!)
〔”(卜

‘)·h“‘,, 一‘,一h“‘: 一‘)〕F
协“)d

“
2川

2 (a
, 、 .

。

厂“ “) 一 。

〕
。 q 气%

,

, ) s , ”p x a ‘ (2
.

5 )

将 (2
.

3 )代入 (2
.

2 )可得
:

M
,
二 艺 M

。 , s in 刀二
,

厂
,
二 乙 厂。 , s in 月

、
(2

.

6 )

其中

M 。 , - 一 D [Y 篇(, )一
;
刀

z
y , (夕) ]

厂。 , = 一迎 Y 奈(, )一 (2 一
v
)月

么
Y 二(夕)」

(2
.

7 )

为了以后方便起见
,

现在将 (2. 4 )写 成下列 几种形式的初参数解
.

在夕= l边夹紧或悬空的情况
,

引进初参数y 。 (l)
,

Y 二(l)
,

M . ,

(l) 不[ ! 扩 。,

(l)
,

则 (2
.

4 )

可写成
:

y 。(, )一 y 。(‘)f
;
(刀(。一 , ))、

一

、二(, )乙j
Z

(口(, 一 , ) )

尸

十 对
二 , fz)

D 声
Z

了
3

‘”‘“一 ‘” 斗
-

厂, ,

(l)

D 公
3
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刀{。 {:
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4

‘刀‘。一 ‘))户
’

·“, d ‘
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.
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其中

(2
.
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、....

1厂
lles..,�

,
,
( ; )一h ; 一

; (1一 ) ;
Sh:

,

f
艺
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(‘一‘
,

)“·h; :

f
。

(、)一 ;
“S h、

,

f
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(、)一
;
( S h; 一 ; C h“)

在 夕= l边夹紧或简支的情况
,

引进初参数 y 。 (l)
,

y认l)
,

Y 氛l)
,

和 Y 飘l)
,

则 (2
.

4 )

可写成
:

,
· 。 (。)一 、。 (z)f

。

(刀(、一 , ) )
一

、} 二( , ) 二z
。

(刀(。一 , ) )

产J



任意分布载荷下两对边简支单向非均匀变厚度矩形板的弯曲问题

一、 : (, )
.

立
:

f
3

(口(。一 , ))一Y : (l) 舌
,

f
、

(刀(。一 l))

尸 尸

1 「, , , 。 , . 、 、

。
, . 、 ,

刀
“
D j

, J ‘气户L, 一 了) )厂 ‘气‘)“ f (2
.

1 0 )

其中

f
6

(、)一 c h; 一

夏
: s h; ,

f
。

(言)“ (3 S h言一占e h占) (2
.

1 1 )

三
、

阶 梯 近 似 解

沈�

r..

lse
口

n
wel
..上

O才”d
ll”比味”比.l“’I比lL

!曰
.

‘切

考虑图 2 所示的 二一 0 和 劣一。两边简支的矩形薄

板在任意分布横向载荷 q (二
,

川作用 厂的弯 曲问题
,

其

抗弯刚度D (川为夕的任意函数
.

对 于 D (川 的一般情形
,

要求得问题的精确解是

困难的
.

因此
,

本文建议用阶梯函数 近 似 D (川 (离

散化 )
,

从而可得问题的阶梯近似解
.

设给定区间仁o
,

句 的分划
: 0 二 b

。

< b l< ⋯ < b
,

<

b。 、 、二 b
.

在此分划上取
:

口口(
戈 , 夕)))

_ 。_

一州

图 2

、..口..J门
.J

�

、、,/

。 (。, 、 几
,

(·)

⋯}1
一

干乙 {夕一 b‘}
’ 了 1

\ d
‘

1

一 d ‘
一; 1 ( 3

.

1 )

厂‘

!-D1

D (里一)
、 g

,

(口) 三
1 + 乙 { ,z一 b

‘

}
’

(占
‘
一。‘

一 ; )
葱一 1 } ( 3

.

2 )

其中

占‘二 D
。

/ D

尸
认 军

}
D

‘D

(b。)

( (b‘+ b
‘+ , )邝

.

)
,

(b‘
、 , )

,

刘
‘

一

于内接阶梯
,

对于中阶梯
,

对于外接阶梯
,

( i ~ 0
,

1
⋯

, 炸 ( 3
.

3 )

、。一。
‘

}
。

一

{ ( 3
.

4 )

现在仍用L e v y 型的解 (2
.

3)
,

夕少 b‘

夕< 伪

则 问题的基本方程
一

可简化为、

d
4
y 。

d 夕
4

2刀
d

Zy .

d 夕
“
斗

·

刀
4
y 。二 g

,

( , )F . (夕) (迄l〔( o
,

b) \{b
l ,

b
Z ,

⋯
,

b
,

}) ( 3
.

5 )

而在各阶梯连接处 y 。
(川须服从连续条件

:

y 。
(b

‘一 。) = y 。
(b

‘十 。)
,

M
. ,

(b‘一 。) = M 。 , (b
‘+ o )

,

在此情形
,

M
. , ,

厂 . , 与Y。有如下关 系
:

y 二(b
‘
一 0 )二 I

厂

二(b
‘斗

一

0 )

V 。 , (b
‘
一 。) = 厂

. , (b ‘+ o )
}

( i = 1
,

2
,

⋯
, n ( 3

.

6 )
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M . ,
(夕) = 一 左

,

(, )〔Y 黑(, )一 v
刀
么
y 。(夕)〕

V 。 ,
(, )二 一 益

。

(夕)[y 黑(, )一 (2 一
v
)刀

Z
Y或(夕)〕

在夕二 0或夕~ b处的边界条件为
:

} (3
.

7 )

l) 夫紧边 Y 。二Y 或= O

2 ) 简支边 y 。二 Y黑= 0

3 ) 慧空边 M、 二 V , 二 。

现在的问题变为在边界条件(3
.

8) 一 (3
.

10 )和连续条件 (3
.

6)
’

卜求解方程 (3
.

5 )
.

在, 二 O边夹紧或悬空的情况
,

根据 (2
.

8 )
,

方程(3
.

5 )的解刊
一

取为
:

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

10 )

y 。 (: )一 ‘二 (。),
1 (刀。)+ Y ‘(。)

声
‘
2

(刀。卜 M芍:
。’ 一

公
艺

‘
3
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、
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犷

城
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声
3

‘
4

(月、卜 声
3
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4
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‘
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刀
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。

(, (。一。
‘

)) 十

致必
。

,
4

(户(
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,

, )
1

(3
.

1 1 )

将
_

卜式代入 (3
.

7 ) 可得
:

。 , 二 、

「
T厂 , 。 、

尸
, ,

.

、 : 。 二 _ 1_ 。
.

,

丈以 “ ”、夕 ) ~
“ ” 、, )飞

I “、” ) 2 、
一

L一
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、
一

、 : (。)召(
; 一 l) : (3 、

一

, )、h刀。+ (1 一 ; )刀, , c h刀。:

‘

�

子
」]门门

f、
一

M
亥
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+ 厂

双
“

(口夕)

一
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2

‘“(“一‘, ) g
·

“,尸。“’
〔“

-

洛n�

1 .

,卜犷万矛丈
一

于乙 咬, , 一 b
‘

}
。

f
7

(刀(口一 b
‘

) )
一

于 声
了

2、”(。一“
‘
, )
」} ( 3

.

12 )

。
·

, ,

( ,, )一 “
,

(。)
{
y 。

(。)
管

( 1一 )〔( 3 v ) s h月夕一 (一
l, )刀, e h刀夕」

以 ( () )

争卜 1))
2

、h

、 纯:
0 ’、

8

(阳

厂芍:
0’‘

且‘刀。卜{:‘
1‘“(。一‘) ) 。

·

(‘)F 。 (‘)d“

十 乙 切一 b
‘

少
。

}耸
、

8

(刀‘。一。
‘) ) 十

县:
,

, (刀(。一“
‘

) )
」{

其中

f
了

( : 、一 。h; + 王(
l一 飞,

。、S h;
,

f
、 ( : )一 三〔

( 1
一

卜
一

; ) 、h、一
‘

( 1一 , ) : c h; :
乙 ‘

( 3
。

] 3 )

容易验证 ( 3
.

1 1 ) 自R)] 满足连续条件 ( 3
.

6 a 拜l! (3
.

6 b )
.

而将 ( 3
.

x 2 )代入 ( 3
.

6 e
)和 ( 3

.

6 d )
、
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即 , J丁得出关于M
‘和犷‘ (i~ l

,

2
,

⋯
, n
)的如下表达式

:

.亡

.

魂!
r.

l
门
之
尸‘去.百.亡

、
‘
一D

。* ‘

孑
: 。 (。) 心(、一 ,

)泌
‘sh那

‘

占 ‘

+ 、: (。) 召(
, 一 1 ): (3 + : )、u刀。

‘、
一

(l一 。,

、刀。
‘c h刀。

‘

〕

‘
,

厂J1
门p十 M艺:

。’了
7

(刀“
‘

卜 扩节:
O’

(伪
‘

)

一

力J{
‘

,
2

(, (。
‘

一 ))二 (! )、。 (才)、! :买}釜
,
7

(、(。
‘
一。, ))

+

众么
‘
2

(, (“
‘一“了))}} (3

.

1 4 )

、‘一 。
。

, ‘万
y , (。) 弓(1 一 , ): (3 +

,
)
sh刀。

‘
一 (1一

, ,

)刀。
‘c h刀。

‘〕

‘
、

、 ‘

产.J翔. .‘‘... L..J...‘.. .r,‘.习.......‘....
声了

+ Y ““)
譬

(卜
·)

“

幽
‘S h刀“

‘+ M罢:
0’。

8

(灿
‘)

厂。r‘

好
“) ,

, (泌
‘

卜 {
工少 O J

f
l
(夕(b

‘
一 t))口

。

(t)厂
’

.
(t)d t

十

兰}悠:
那

8

‘“‘“
‘一“j , , 十

众
了
1(“‘“

‘
一“, , ,
]}

具中

咖~ (环
一

厂马 )/ 从 (3
.

15 )

初参数 y 。 (引
,

y 点(0)
,

M
。 ,

(o )和 U 。 , (o )可由夕二 o和万一 6 处的边界条件确定
,

其中的 几个

是已知的
。

在 , 息 O 边夹紧或简支的情况
,

根据 (2
.

10 )
,

方程 (3
.

5 )的解为
:

_

_ 、 , 。
、

.

, _
‘ , , _ 、

1
, / 、 、 T , 。 , ,

又 1
, , 。

、

I 。 ‘!j ) 一 了 , 气’) ) J“‘
·

户夕) 十 了 爪LU ) 刀J
‘又p , ) 一 了 焦气U ) 刀

“ J 3 Lp , )
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·

: 、。)

声
了
4
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‘
4
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·

(‘,卢
’

。“, d ‘

+

舒
一姗

·

偿 沁帆
, 一
姗

十

众娜(g(
、
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(3
.

16 )

将其代入
·

(3
.

7户
J

丁得
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,
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」}

其中

、
‘
一 。

。
、
‘

百:
。 (。)卢

‘

}
; e h口。

‘
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+
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,
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:
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初参数y 。
( 0)

,

y 成(0)
,

y 黑(0) 和y 黑(0) 可由刀二 o 和 刀一 b 处的边 界条件确定
,

其中的二 个是

巳知的
.



任意分布载荷下两对边简支单向非均匀变厚度矩形板的弯曲问题

四
、

实 例

为了验证本文方法的正确性
,

现在来计算一块四边简支受有静水压强的线性变厚度正方

形板 (b /
。 = 1 )在二一a/ 2处的挠度

.

在此情形
,

取
飞

。(二
,

, )一。
。。、。

,

D (。卜 D ‘t
l + ‘

(誉
一 ‘

)〕 (4
.

1 )

, = 0 和 夕二b 两边的边界条件为
:

y .
(o) = 犷黑(o) = o

,

Y 。
(b) = 犷黑(b) == o

此问题曾由 H
.

Far ve
,

和 H
.

G 补lg L“, 用小参数法处理过
.

将边界条件 (4
.

2a
,

b) 代入 (3
.

16 )可得
:

(4
.

2 )

子
J1B

.

Y 。 (川二 Y东
(“。, 一 Y : ‘”,

片
3

f
4

‘“, , ,

声丁:
‘
4

‘”‘“一‘, ,“
·

“’尸
。
“’“‘

+ 艺 {夕一b‘卜
’ f M

‘ l

L D
。

口
2

厂
。

ja (川“一”‘))十 D ; 声
了
‘

(刀‘。一“
‘

, ,
〕

“
·

3 ,

将上式代入边界条件 (4
.

2c
,

d)
,

可得

1
, , 。 , 、 t 二 . , _ 、

l
, , 。 , 、 . , , , 、

I ; L”) 刀 J , 气p o ) 一 了 采气U ,
一

刀
, J ‘气p o )十 ‘ ’气“)

+

鑫[耸 声
‘
3

‘“‘卜”‘, , +

众声
‘
4

‘”‘卜”‘, ,
〕
一 ”

、

y : (。)(宝
S

hgb
一

;。
。

hPb )
+ y : (
0)( 命

s

、
+

;
“·

hgb ) (4
.

4 )

+ I
:

(b) 一 乙
‘一 1

V
‘ 「 1

十 n
’

! 万六
D

。

L Z刀

{耸[
·h, (“一。

‘
)+ ;刀(

。一。
‘

)
Sh口(卜。‘)

飞

sh“‘卜“。) +

借‘卜
”‘)·h”(“一”

‘
)}卜

。

其中

l r,
, , 。 , . 、 、 , . 、

。
‘’L, )二 一 口

“

j
。 J ‘气p 气夕一 ‘) ) g ” L‘)I’ “ L‘) “不

Zq o

= D
。

叻
.伽

c h如一 3 s h脚+ 2如 + 乙 {夕一 b , }
‘

(占
, 一 d卜 : )

·

[刀(夕一b
,
)
e h夕(, 一b

,
)一 3 5叨 (夕一b

,
) + 2如

+ 脚
,
‘“‘。一“

,
,
sh”‘。一“

,
,一 , ch“‘。一”

,
))〕}

(4
.

5 )
,
:
(。) = 六 {

, [刀(。一 , )。h月(。一 , )+ , h刀(。一 , )〕。
。

(, )F
。
(, )、,

‘尸 J O



8 9 4 叶 开 沉 王 银 邦

2 (了。

一 D
o a
产{
刀/

·h刀了了一 h内 +

只
‘一“j}

。

‘。
/
一肖J一 ,

·

〔刀(。一“
,
)
·h, (。一”

, )一 s

、(, 一“,
) + 。

,
刀(。, “, )

s

、(。一“
, )〕
}

(m 为奇数) {
当m 为偶数时

,

F .
(川 = O

。

注意到 (4
.

2 。
,

b)
,

先由 (3
.

: 8 ) 求得 M
‘

和
、

价
,

然后将它们代入 (4 一4) 可 解得 y 或(0 ) 和

y 黑(0)
,

再代回 可最后确定M
‘

和 价
,

则挠度
,

叮由 (4
.

3 ) 和 (2
.

3 )计算
· 、

按照以上步骤
,

我们

在H N
一

30 70 计算机上用 F O r tr ““ 语言对正方形板
.

(b/
“一 1) 的情形作

‘一

了
气

数值计算
·

计算时取

表 l x = a/ 2时w的值二 (叮2
,

妇 (单位
:
10 “ q0 少/ D 舀)

.

.

l
.......J.‘.. .,...目..J日.........J....t,.,,.
纽1
..盖. ,曰.月.

1
‘.... ..,

侧
,

二二(a / 2
,

fb / 1 0 )

n + 1 10

0
.

6 4 8 3 3 2

1
‘

2 1 1 6 7 2

0
.
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1
.
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W川

1
.
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1
.

8 9 006 6

1
.
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1
.
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电j4切份

1
.
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.
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1
.
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.
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1
.
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J

1
.
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飞
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. . .
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.

⋯ ⋯
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.

.
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、
1写5

1
.
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0
.
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1
.
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1
.
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1
.
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1
.
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1
.
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1
.
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1
.
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0
.
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任意 分布载荷下两对边简支单
.

向非内匀变厚 蟹矩形板的弯曲问题

; = 0
.

2 5
,

之~ 0
.

2
,

b
‘
二 ‘b/ (

n + z )
,

D
‘
= D ((b付

一

b‘
十 , )/ z )

,

阴二 6
.

于卜算结果 歹IJ在 表 1

8 9 5

。

!于IJ卜!二

下万I
‘

_

见
,

位为

当阶梯数目
。+ 1二 6时的挠度值已具有很

r霭的精度
.

将 n 一

卜1二 1 0的挠度值绘于图 3 (单

10
“ 3 Q。己 / D ‘)

,

与H
.

F a r v e 等红3 1的结果相比符合得很 好
.

五
、

讨 论

对于阶梯形变刚度板用本 文的方法的解是精确解
.

而对于连续变刚度板用本文得到的解

是 近似解
.

由上面的例子 可看出
,

用本文的方法效果是好的
.

若分两种情形
,

即用外接和 内

接阶梯形代替连续非均匀变厚度分另11处理
,

则精确解必在这两种结果之间
,

误差极易估计出

来
。

和 文献 [ 1〕
一

样
,

利用本文求得 的解析解
一

可建立任意载荷下两对边简支单向非均匀变厚

度板弯曲问题的等强度理论
,

同时利用该结果还
l
一

丁以进行弹塑性和高温度蠕变分析
.
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