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两个大气动力学模式整体强解

的存在唯一性
’
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1 9 8 5年 6 月 19 日收到 )

摘 要

文中用能量估计的方法
,

证明了大气动力学中的基本摸式一
一
正压无辐散模式与斜压准地转

-

准无辐散模式整体强解的存在唯一性
,

从而推广了作者在义 【3〕、【5〕中所得到的结果并证实了曾

庆存在〔1 〕中的一个猜测
。

引 言

在大气动力学理论中
,

正压无辐散模式与斜压准地转
一准无辐散模式是两个基本的 模 式

(参见〔1 〕
,

〔2 〕)
。

当初始场的
一

可微性较好时
,

作者在〔3 〕~ [ 5 〕中
,

对这两个模式的初

边值问题
,

作
、一

了比较系统的研究
,

得到了整体经典解的存在唯一性
。

随之而来的问题是
:

当

初始流函数场的 可微性较差时
,

这些定解问题的适定性如何 ? 鉴于这两个模式在大气动力学

理论中扮演着重要的角色
,

这是一个在理论与应用上都很令人感兴趣的问题
.

在本文中
,

我

们将适当地引进
“

强解
”

的定义
,

借助于文 [ 3 〕一〔5 」中的结论与方法
,

在初始流函数场的

可微性不够好时
,

证 明了定解问题整体强解的存在唯一性
.

在所考察的时空区域中
,

这种强

解对应的速度场连续
,

因而具有明确的物理意义
.

我们考察下述三个问题

( I) 正压无辐散模式 C a
uc h y 问题

a
、 ,
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,

O簇0簇二 } 是(尸 中)单位球面
,

流 函 数 势一州几
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口
,
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变数 (元
,

口
,
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,
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劝
。

为初始流函数场
.

( I ) 正压无辐散模式半球初边值问题

{
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这里 S草表示南半球或北半球
,

口一二/2 表示赤道
,

其余记
一

号同门

(l ) 斜压准地转
一

准无辐散模式初边值问题

兄
。

(势) + J (梦
,

黑
,

(势) )+ J (劝
,

Za Z o e o s o )= o
,

在 M x (o
,

+ co )中 (1
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这里流函数 劝二劝口
,

0店
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口污
,

t) 的函数
.

其中口
,

0) 〔酬
,

雪〔〔乙
。 ,
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,

亡= 亡。对应于某一等压面 (不考虑地形的影响)
,

O< 岛< 1
.

(1
.

7 )

(1
.

8 )
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, a ,
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注 1 在问题( I )中
,

原应取固壁边界条件 a势/ 日川。一 二
/2 = 0

.

但因流函数本身可以相差一个仅与 时 间

才有关的函数
,

所以不妨取齐次边界条件 (l
.

4 )
.

注 2 关于上述模式定解问题的提法
,

可参见曾庆存〔1 〕的第一
、

二
、

七
、

十二章中的有关部分
.

除了

个别改动之外
,

本文沿用了〔1 〕的记号
,

在本文中
,

所有函数为实函数
,

函数空间为实函数空间
。

依惯例引入 S o bol e v 空间 (参

见 〔6 〕)
.
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月
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.

二
、

主 要 结 果

我们首
’

先给出

定义2
.

1 设 劝
。
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A势
。 .

(111) 对 V T > o
,

在C
O

([ o
,

T 〕,

(1
.

2) 的强解
.

依 S o bo le v
嵌入定理 (参见 [ 6 〕)

,

度场在 夕 x 〔0
,

+ co )中连续
.

W
Z , ”

(5
2

))中
,

劝
。

、势
.

这时
,

称 劝是定解问题 (1
.

1 )
,

易见强解 功〔C
。

([ o
,

+ co )
; C

‘

(S
么

))
,

因而对应的速

我们指出
,

将文献〔3 〕~ 〔5 〕中的有关先验估计稍加修改
,

即可证明下述引理
.

引理2
.

1 设 劝〔C萄 (S
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,

+ co ))满足 (l
.

x )
,
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.
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,

歹
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·
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2 < P< 十 co
,
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,
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这里 c ‘
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⋯
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,

亡
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⋯

定理 2
.

1 定解问题 (1
.

1)
,

证明 设 劝
,

切 是问题 (1
.

1

,

F ,
)表示仅仅依赖于量 F : ,

⋯
,

尸 , 的常数
.

(1
.

2) 的强解唯一
。

)
,

(1
.

2 )的两个强解
,

则存在两个 函 数序列 钾
。

}
,
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}
,

劝
。
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。
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,

容易证明存在与
n 无关的常数 C

,

使得

11功: }}砰
J , ,

(s ,
)《C

,

l{中: l邵
3

,
,

(s :
)《C

利用引理 2
.

1
,

对 V T > O
,

存在 与
n 无关的常数C , ,

使得

S U P
0簇 t成T (

”‘
·

“’}W
3

,
,

‘“
2
, + ”甲

·

“”,W
3

,
”

(S ”

a中。 (t)
at

+
{

W
Z

, 户

(5 2 ) I

”‘;{
‘’ ⋯!、

: , , (: 2
)

)
( C ‘

(2
.

4 )

因为叻
。 ,

甲
,

满足方程 (1
.

1)
,

我们有

日
‘ , 、

.

1
。‘

。又梦,

一切
。 ) 十 _ 2 J L势

。 ,
O L节。

一甲
。) )

甘 ‘ 肠

1
, , , ‘ 、 . r , ,

, 。 、 。

一 。
,

_

, 。
. 、

一
十

_ : J 又梦”
一 甲

。 ,
。切 , )十 J L势”

一甲
, ,

乙。 c o s口) = U ,

推L O
一

X 气U ,

十 oo )甲
“

△(叻
。
一中

。

) }
: . 。
二么伸艺一 甲的

(2
.

5 )

(2
.

6 )

将 (2
.

5) 式两边乘以 !△(叻
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,
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一 。
·
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·

(‘) 11二
3

,
户
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.

9 )

由 S o bo le v 嵌入定理
,

知 l劝
·

(t) {。
2 (: 2

)镇C !}叻
·

(t) 11研
: 一 (: 2 )

·

再由(2
.

4 )式
,

有

S ll P
0毛 t簇7

、

}}叻
,

(t ){!c
Z (5 2

)( C
,
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.

7 )式出发
,

利用 (2
.

5)
,
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.
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,
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。
(、

2 )

+ !(势一 切
·

)(‘) Ic l
(; 2

) !IA (劝一怀 ) (‘) l]么}
5 2

)

+ }(叻一 切
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2
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)《C l]A伸一 切
·
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。
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,

So b o le v
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,
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,

一 沪
,
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2 , 。。: 2 )成C , }}△(势卜 沪二) }I至

O气 t乓了
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)

由强解的定义
,

知在 岁 x 〔0
,

T ]上
,

甲= 劝
.

由 7
’

的任意性
,

定理得证
.

定理 2
.

2 设 沪
。
〔W

3 , “(5
2

)
,

2 < 夕< + co
,

贝11问题 (2
.

1 )
,

(1
.

2 )的强解存在
.
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“

)
,
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‘, “
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,
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丁
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·
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·
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·
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丁
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。
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。
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研
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.

因此
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列
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劝
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笼T
。
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,
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,

再注意到唯一性定理2
.

1
,

即 得 强解定义中的函

数序列 {势
。
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。

推论2
.
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。
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八势
。 .

山引理2
.

1
,

其对应的函数序列钟
,

(t) }满足
:

对 V T > O
,

伸
二

(t) }属于 C
。

([ o
,

T ] ; 研
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2
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.
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,
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:

{a Z

劝
。
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。
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,
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W
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2
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.

再用选取收敛子列的办法
,

可

得序列
,

仍证为{劝
。
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,
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,
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o
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,
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砰
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中
,

劝
。
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.

因 功
,
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.

1)
,

令
n 。十 叻

,

即知 功满足 (1
.

1)
,

(1
.

2 )式
.

推论2
.

2 设 势
。
〔H

秃
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)
,
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,

5
.

这时 lfiJ 题 (1
.
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,

(1
.
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。

(〔o
夕

+ 。 ) ;

H
自

‘
一

‘
(夕

,
) )门C ,

([ 0
,

+ co ), H
‘一“

(S 么
))且 劝满足 (1

.

1 )
,

(1
.

2 )式
·

证明 由引理2
.

1
,

在定理 2
,

2的证明中作出的函数序列 {如 (t) }满足
:

对 丫T > 0
.

祠
j劝

。

(t )/ a tJ }属于 C
。

(〔O
,

T 〕; H
元一 了

(5
2

))中某个有界集
,

几= 4
,

5 , j= 0
,

1
,

2
.

类似于推论 2
.

1 的证明
,

可得所述结论
·

曾庆存在〔1 〕第十二章中猜测
:

当劝
。
〔H

连

(S
”

)时
,

问题 (1
.

1 )
,

(1
.

2、的某种
“

广义解
”

应该存在且唯一 推论2
.

2证实了这一猜测 ‘

定义z
‘

z 设 劝
。
〔研

3 , ”(S 草)
,

2 < p < + 。
,

劝
。

}
。 一 , , 。

~ 0
.

叻〔C
o

(〔0
, 一

卜。 )
;
研

2 , ”
(S 三))

,

叫
: _ 。

= 势
。 .

若存在函数序列 {功
,

}已 C
。

飞S 毛又 〔o
,

斗
一

。 ))使得 (i) 对 V 。 ,

势
,

满足 (1. 3 )
,

(1
.

4 )

式
.

(11) 在W
3 , ”

(S草)中
,

势
。

1
。一 。
二劝忿。功

。 .

(111) 对 V T ) 0
,

在 C
。

(〔0
,

T ] ;
研

2 , ‘
’

(S 草))中
,

劝
。

、势
.

这时称 劝是定解问题 (1
.

3 )一 (1
.

5) 的强解
。

定义 2
.

3 设势
。
〔研

3 , 户
(M )

,

3 < 夕< + oo
,

a叻
。

/ a亡!; 一 : 。 二 o
,

(a/ a亡
一

卜a ,

)劝
。

1:
二 1 = o

·

劝〔C
。

([ o
,

+ 。 )
;

W
Z , p

(M ))
,

劝卜
. 。

= 劝
。 .

若存在伸
”

}二C 。
(M x 仁o

,

+ oo ) )
,

使得 (i) 对 V n ,

功
。

满足 (1
.

6 )
,

(1
.

7 )式
。

(11 ) 在砰
s , “

(叮)中
,

功
。

!
。. 。
二功g、劝

。 。

(111) 对 丫T > 0
,

在 C
O

([ o
,

T 〕;
砰

“, p
(M ))中

,

势
”

。劝
.

这时
,

称 劝是定解问题 (1
‘

6 )~ (1
.

7 )的强解
.

利用文献〔3 〕一〔6 〕中的先验估计
,

容易证 明类似于引理 2
.

1 的有关引理
.

与证明定理

2
.

1
,

定理2
.

2相仿
,

容易得到

定理2
.

3 定解问题 (1
.

3 )~ (1
.

5) 与定解问题(1
.

6) ~ (1
.

8) 的强解唯一
定理2

.

4 设 劝
。

满足相容性条件劝
。

{
。一 , 1 2

= 0
.

(i) 若 丸〔班
“ , ”

(S 军)
,

2 < P < + oo
,

这时

问题 (1
.

3 )一 (1
.

5 )的强解存在
.

(11) 若 劝
。
〔邵

4 , 户
(S 早)

,

2 < p < + co
,

这时问题 (1
.

3 )一 (1
.

5 )

存在强解 功〔C
。

(〔o
,

+ co )
;
砂

3 , ”

(S 草))自C
‘

(〔o
,

+ co )
;

W
Z , ”

(S 三))
_

且
.

劝满 足 (1
.

3 )~ (1
.

5 )

式
.

(111) 若 劝
。
〔11

‘
(S草)

,

k = 4
,

5
.

这时 问 题 (1
.

3 )~ (2
.

5 )存 在 强 解 势〔C
。

([ o
,

+ co ) ;

H
几一 ‘

(S三) )自C
‘

(〔o
,

+ 二) ;
H

众一 2

(S 早) )
_

巨 势满足 (1
.

3 )一 (1
.

5 )式
.

定理 2
.

5 设 功
。

满足相容性条件 (]. 7 )式
.

(i) 若 丸〔砰
“, ” (M )

,

3 < P < 十 oo
,

这时问题

(1
.

6 )一 (2
.

5 )存在强解
.

(11)若势
。
〔砰

4 , ‘’ (M )
,

3 < 夕< + co
,

这时问题 (1
.

6 )~ (1
.

5 )存在强解

功( C
。

(〔o
,

+ 。 )
;
研

3 , “
(M ))门C

,

(〔o
,

+ 。 ); 砰
2 , “ (M ))

_

民劝满 足 (1
.

6 )~ (1
.

8 )式
.

(111)

若 势
。
〔万

白
(M )

,

k = 4
,

5
,

这时问题 (1
.

6 )~ (1
.

8 ) 存在强解 叻〔C
。

([ 0
,

+ co 、;
H

此一 ’

(M ) )自

C
,

(〔o
,

十 。)
;

H
八一 “

(M ) )
_

巨 劝满足(1
.

6 )一(1
.

5 )式
.
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、
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