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摘 要

本文对 T ou Pi n 一B eP 从砚、二
K , 盆定理的条件和结论进行了考查

,

从而说明并以实例演示该定理

不能作为弹性力学圣维南原理的数学表达
.

一
、

弹性力学中圣维南 (s ai nt
一
V e
na nt ) 原理的一般性陈述

B o u s sin e sq陈述 ” , :

施于弹性体上的任意平衡力系
,

如果其作用点限于某个给定的球 内
,

那么该平衡力系在

任意一个与载荷的距离远远大于球半径的点上所产生的形变是可以忽略的
。

L o
ve 进而表述为

‘” :

根据这个原理
,

由施于弹体表面某一小部份的平衡力系在距离远大于该部份的线度的地

方产生的应变是可以忽略的
.

二
、

T o u p in
一B e p及H 二e B e K 。直定理 [ 3〕[ 4〕 (以下简称T

一
B定理)

许多著名学者曾致力于寻求圣维南原理的严格的数学表述和

证 明
,

其中 R
.

A
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T o uPi n 和B
.

月
.

B ep 双,
耽Bc

R , 益的工作可表

达为一个一般性的定理
‘心’‘”’:

设弹性体 (图 1) 为 犷
,

护簇O 作用着平衡力系
,

xa > O 无外

载
,

应变能密度为U
,

记
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)(厂}

设口(, )对任意 x 有界
,

记
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这里下确界对所有可能的平衡力系夕来取
‘

·

有作者认为用数学形式描述圣维南原理的目标大体上已经由T
一
B 定理达到

,

一些作者把

这个定理作为圣维南原理的数学表达推广到固体力学的其他领域
〔5“ 然而

,

这种认识是一个

误解
。

三
、

T
一

毛 定理不能作为圣维南原理的数学表达

T
一
B 定理不能表达圣维南原理

,

理由如次
:

(l) 就其条件而言
,

作者 〔‘’虽然按照 B o us sine
sq 和 L o

ye 陈述的要求提出了一个弹性力

学边值问题
,

但是在推导 (或证明) T
一

B 定理的过程中原则上没有必要涉及弹性力学问题的

基本方程和边界条件
.

因此
,

所得到的定理是一个过于普遍的规律
.

它不仅和弹性力学问题

的边界条件无关
,

甚至和 固体的物理性质 (本构关系) 及变形几何规律无关
.

这样一个事实

说明T
一
B 定理和圣维南原理没有特殊的联系

,

而且也是该定理能够
“

推广
”

到固体力学的其他

领域 : “:
(如非线性弹性力学

,

粘弹体
,

极微弹性 体 力学)的本质的原因一

(2) 就其结论而言
,

T
一
B 定理表达的是连续体中

应变能随所考虑的贮能体积而变化的规律
.

它不是应

变能密度随距离衰减的描述
,

从而也就不能给出应变

(或应力) 随距离衰减的规律
.

贮 能 E (劝 发生衰减

的决定因素在 于 犷(对 的体积发生随距离
, 的衰减

.

可

见T
一
B 定理与圣维南原理在物理意义上没 有 共 同 之

处
.

例 端面受载的悬臂梁问题 (图2) 的解为〔”’
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.

3) 式取等号
。

有

这样讨论对定理的物理意义不产生实质性的影响
.

于是
,

(3
.

3 )

对悬 臂 梁 问题
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式中E 为杨氏模量并和应变能E (习相区别
,
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,
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从而
E ‘

!
, 一刀‘”,

。· p

(
一

J:
: 1
“)d ‘) (3

.

8)

(3
.

5) 式表明T
一
B 定理意义下的

“

能量衰减规律
”

对悬臂梁问题成立
,

然而 该问题的应

变能密度U和应力分量a 二

的绝对值却是随二递增的
,

此例并且表明
,

试图借助 T
一
B 定理和公

式〔“” 5 ’
}
e
{
“

《K
E (

、 ,

R )
(3

.

9 )

(式中v
为球S (

二 ,

R )的体积
,

E (二
,

R )为球的应变能
,

K 为常数 ) 对应变
e 进行逐点估计而得

到应变随距离衰减的作法是没有希望的
。

圣维南原理关心的是弹体 内元限远处的形变
,

T
一
B 定理似乎能在这一方面有所成功

.

然

而
,

定理中

1im 犷(x ) (3
.

10 )

的意义是没有明确的
.

即便从 (2
.

3 )式有可能得到

lim E (x )二 0 (3 一 1 )

由 (3
.

1 1 ) 也不能得到无限远处形变可以忽略的结论
.

如对无限长悬臂 梁 (l、 oo ) 问题
,

由

(3
.

5 )式采取

1im E (二 )== lim E (二 )== lim E (l)== o (3
.

12 )
仁乙

然而

的 (夕洁 0 )

(夕铸 0 )

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )朴�

�limI一limU�

对 ( 3
.

12 )式的可能的解释是
:

柱体远端面的贮能是可以忽略的
.

而这一结果对问 题 毫 无 意

义
。

文献〔4〕认为圣维南原理的本质在于? 取非零值且不过份小
,

并把圣维南原理的证明转化

为对 , 取值作足够好的估计
.

作者的这种观点必然要引出一个新的实质性的问题
: 丫取非零值

并且不过份小是否为弹体中应变能密度随距离发生衰减的充分条件? 由于T 一B定理的物理意

义及由此而决定的定理的普适性
,

该定理没有对圣维南原理的表达和证 明取得实 质 性 的 进

展
。
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