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摘 要

在本文 l
一

}
, ,

我们应用功的互等定理“ 1 进一步研究了在一集中载荷作用下悬臂矩形板的弯曲问

题
.

该法更为简单和通用
.

一
、

引 言

对于 感臂矩形板
,

文献〔2
,

3
,

4
,

5〕应用广义简支边的概念和叠加原理
,

研究了集中载

荷分别作用在 自由边的中点或任意一点
,

作用在该板的中点和作用在固定边中垂线上任意一

点 的弯曲问题
.

现在
,

我们应用功的互等定理
,

进一步研究在该板上任意一点作用一集中载荷悬臂矩形

板的弯曲问题
,

而文献〔2
,

3
,

4
,

5〕的每一结果都
一

可视为本解的特例
,

而 且本计算过程很是

简单
.

二
、

在一集中载荷作用下悬臂矩形板的挠曲面方程

我们假设
,

一集中载荷尸作用于悬臂矩形板上的任意一点(x
。 ,

夕。)
,

如图 1(b) 所示
.
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除固定边的弯曲约束
,
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并且在图1 (a) 所示基本 系统与图1(
c
)所示实际系统之间应用功的互等定理

,

则我们得到做为

实际系统的悬臂矩形板 的挠曲面方程为如下形式

W ‘“
,

。 ,一 p研
。

‘!
。,

。。 ;‘
,

。)+

{

一

!:
‘厂

。,

)
,
一

(
、卫 +

了口叽 、
\ 口y / 卜

。 乙 G . 5 1” 解汀劣

a

掩
:
一 尾l 二 + 乙 B o s in

,刀兀 X

U )
d x

一

{:
(厂

。·

,⋯(
‘

2

答

+

{:
(犷

。·

)一(
“!

公

+ (R
。

)
二 一 。

壳: 一 (R
。

)

+ 乙 月
: 。 sin 些些夕

b )
d ,

+ 乙 A ; , sin

月 , 1

二 _ 。
k -

口一云

”

公
,

)
““

(2
.

1 )

将式 (2
.

1) 稍加整理
,

我们得到

、 (;
,

。卜尸、
。

(·
。 ,

。。; :
,

。卜 I{(
一

旦
豁
旦

)
, . 。

鑫
G O S‘· 阴汀劣

a

一

{:
‘犷

。,
’二

”

乙B , si “ 功兀劣

a

(犷
。·

从
·

乙入
·s‘n ”

忑从勿

+

{{
(厂

。·

,一 “!
一 , n ”

芸
夕d , +

卜{:
(厂

。,
)一(

“1十 k
Z
一 九l

心
d 二

耐
?词乙



再论在一集中载荷作用下悬臂矩形扳的弯曲 9 1 9

一

{{
(
喘一粉苦du+ I

(F
。二

)二
。
k ;

苦尽
。+

(R
。

)
二 。 。

掩
2
一 (R

。

)
二 。 。
壳,

份 . 玉 即 一 七 1
(2

.

2)

方程 (2
.

2 )右端相应六项分别以研
1 ,

研
: ,

⋯和砰
.

表示
,

于是我们得到

万(省
,

们二万
, + 万

2 + 砰
3 + 万

‘
+ 砰

。十 研
。

注意到文献〔1〕中式 (4
.

5)
,

则班
1 = 尸班

。

(二
。,

g 。 ; 占
,

们 成为

W
l二

尸a Z

汤三t
, + ”

价 。 , “”
。 - 夕

。
(b一 夕

。

)

b
e th
刀
。
(b一 , 。

)
b

(2
.

3 )

一

七
”·th “宕

”

〕

1
‘

m 3 sh凡

这里 刀
。 二 m 二6/a

,

冲《夕
。 .

当 刀》y 。

时
,

在应用式 (2
.

注意到文献〔1〕中式(4
‘ .

6)
,

sh外
” 、h口

·
(“厂”

。

)
、、。 阴”

。 、*。 仇‘“
口 O a (名

4 a
)时

,

b一双
。

必须以 g 。代替
,

刀以b一叮代替

砰
; = 尸砰

。

(, 。
,

刀。 ; 省
,

刀)还可以写成另
一 种形式

ooE润
班

1 =
尸b

Z

兀S
D t

‘+ a
二‘““一

a ,

(
a 一 X 。

)
。th “·

(
a 一 x 。) 一 “·

占。th

刀兀
‘

吞朴l
‘

”3 s h a 。

这里 a 。
二。

a
/b

,

古镇xo
.

sh “查
, h

一

a’ (
a 气 “。

)
。in 儿兀9 0

b
S又n

当言> 二。

时
,

在应用式(2
.

4b) 时
, a 一 x 。

必须以 , 。

代替
,

占以 a 一省代替
.

注意到文献〔1〕中式(4
.

7 )
,

我们得到

砰
2
一

!:(弋 乙 G o sin 塑卫子 d x

夕一 o 饥一 1

‘

、、,2
O

一 2

凳:。霓
一

认
-

一

今
”sh

勺〕sin

刀.

sh
Z

刀。

。汀雪
a

Sh

勺
+ ·t“刀二 (气

”

)
·h ”;

”

(2
.

5 )

注意到文献〔1〕中式 (4
.

8尽)
,

我们得到

牙
3

一伽
。,

,
, 一

憔纵 sin 用

梦六

夕

2一
刁占‘

‘了、
、

res
.

we�

饥

l

仍刀
fr日弓n。乙耐l一 V

2

+ “
。 ·‘h刀

。

)
S h”公

”

一今
”。h外

”
一

}
5 1。 m 碱

0 0 」 口
( 2

.

6 )

注意到文献〔l〕中式 ( 4
.

9a )
,

我们分别得到

研
‘

一{:(犷
。二

)
二 . 。

乙 A
Z ,

月 . 1

s
‘
n

甲
““



9全0 朱 雁 滨 付 宝 连

n⋯
几

S

, ,IJZ口‘、r.卜吸L1一 v

2

1
兰

, + a二 th a
·

)
Sh
毛“

- ‘气h 哪 刀兀刀
。乙词

(2
.

7 )

,犷
6
一

{:
(犷

。·

)一 r
, , 刃 .

”

乙‘ 点一, s i n

件一 l

1一 ,

2
乙 A , ” 2

1一 1)

_ ,_ a ,

占
U ll

一

(
2

1一 v

e th a
,

+
a ,

sh
么a

_
, _

a
。

省
5 且

十 。tha
。 .

(咐
一

、
。h

一

鲜 一 呵
, h “

碑{
5 1。

恻
\ 0 / “ G 住 J O

(2
.

8 )

注意到文献〔1」中式(4
.

8 b )和 (4
.

9 b )
,

们得到

片据式(4
.

1) 求出(R
。

)
二 _ 。

和 (R
。、二 _ 。

的值
,

最 后我
夕一 告 , 一去

、

一{:
(厂

。,
)

,
一

(
“, + 介

2

百秃
1 ·

)
“
一{:

‘犷
。·

)一“
2

Z
d 。

+

{:
(厂

。·

,一“
!

艺
d ”+ ‘“

。

, _ 。

壳。一 (R
。

)
二 _ 。

寿1

一

愁
一

。+ 几
么

护场 (2
.

9 )

将式(2
.

4 )一 (2
.

9 )代入 (2
.

3 )
,

我们便得到悬臂矩形板的挠曲面的一般 方程
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.
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.
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.
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.
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.
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.

1 2 )
,

(3
.

1 5 )
,

(3
.

2 4 )和 (3
.

3 0 )相加
,

并 使 它们的和值分别为零
,

则我们分别得

到

汀Z
D n 雳

; 。

. 饰声:+(
2
一 ,

翻

刃 刀

一 (1 一 v
)
么c o ””“

乙 , 。
:
~ ’ 。2 、

. 一 l 阴爪 一
,

一

十 ‘
,

、 a 一 7刀一 /

兀

一下 《1一 V )
‘

4 (
3 十 v

1 一梦

e th a
,

+
a .

sh Za

兀
+

一万 (1 一 V )
‘

4

、 。”c th a ·

)
1

sh a ,

招月AA
as护as护

尸a s

2 汀
Z
D b

1 「_

一 派一 l艺十 t l一 V )a o C〔几 a .

一 以一梦 )
刀

一

L

a 。

(
a 一 x 。

)

e th a 。

(
a 一 x 。) 1

sh a ”

s h a ·

(a一 ’。) , in 月兀yo

b

(
n二 l

,

2
,

3
,

⋯ (3
.

3 7 )

G护一护
‘了.、
、

川

。兄洲
a 2

汀ID 月念

G 。

了翰冷
‘2一’

卯



9 2 6 朱 雁 滨 付 宝 连

(1 一, )
“e o sn 二

B . e o s m 兀

代尸丫a ~ 斤召一 ,

1
s h a

”

、、.产
兀

,
_

、 。

一
~ 丁 《1 一梦 j

“

4

+ a 。 e t h a 。
/口.、
、

Z‘、、

份几
A且

护bs护护

+ 辱(x一 , )
“

4

e th a 。
+

a ”

sh Za ” )
尸a s

2兀 Z
D b

1 「_
.

克 l 艺十 t l一 梦 )口
。 C t n 口 ,

一 气1 一 梦)
n 一 L

a 。戈J
a

e th
a . X 。

a

1

s ha
。

sh
口”义。

a

S l n

n 汀梦。

b
= O (

n 二 1
,

2
,

3
,

一 (3
.

3 8 )

为了满足边界条件(3
.

ld)

将式 (3
.

5 )
,

(3
.

1 4 )
,

(3
.

2 0 )
,

我们分别得到

,

将式 (3
.

6)
,

(3
.

1 3 )
,

(3
.

1 9 )
,

(3
.

2 5 )
,

(3
.

3 1 )和 (3
.

3 4 )相加 ,

(3
.

2 6 )
,

(3
.

3 2 )和 (3
.

3 4 )相加
,

并使它们的和值分别为零
,

则

凡.

凡
Gh

S

。艺�
a 2

兀 Z
D

(刀二 th刀
。一 1卜 (卜

·)

或
B , m 艺

(
l + v

1 一梦

e th刀
。 +

sh
Z

刀
. )

+ ( 1一
v
) 或

A l

一 ( 1 + v

1一 V

e th a 。
+

s

奋;
。

)一
’”“

22
召一
.
0

一 ( 1一
v ) (

l + v

1 一梦

+ a · 。, h a ·

)
c o s 。二

么
l

么
a一
价

O

票( k
。

一 k
,

) 一
O

、 .

2尸

汀2刀 苍
、

1

鑫[
。‘h “”

2砂
一

‘忑一劣。

a

e th “·

(
“一 x 。

)
-

a

C O S 刀兀

s h a 。

s h a ·

(
a 一 x 。

)
,

s i n 刀汀夕。

b
一 O ( 3

.

3 9 )

和

杭
G为E润

a 2

兀 Z
D sh刀.

(月
. 七th刀一

l )
e o s 。二一 ( 1一

v
) E B , m Z

爪 一 1

(
1 + v

l 一 p

·th口
。

十
s

歇
一

)一
+ (卜

· ) g:
义,

乙 A , .

拍 一 !

”2

s ha 。

1 + 梦

1一 v

+ a · 。‘h a ·

)
c o s , 二一 (‘一

,
) 纂鑫

“, ”“

飞 、

, , ,

内
·

、
ct 职

. 十 云石吸石/
c os ”开一

2砂



再论在一集中载荷作用下悬臂矩形板的弯曲

2尸
兀 , D 忿云(ct

h “
’
-
生

e th a . 劣。

a

C O S件汀

sh a 。

口”劣。

a

n汀夕。

b
(3

.

4 0 )

至此
,

我们得到一无穷线性联立方程组 (3
.

3 5) ~ (3
.

3 8) 和二个独立的线性方程 (3. 3 9 )
,

(3
.

40 )
.

据这
‘

些方程组
,

我们能够计算诸系数G 。 ,

B . ,

A : 。 ,

A : 。 ,

壳: 和壳:
,

进而能够分别 算出

挠度
,

内矩分量
,

内力分量和内应力分量
.

需再次强调指出
,

对于方程 (2
.

3 )
,

存 在 着与式

(2
.

4 a
,

b) 相应的四种不同形式的表达式
,

因而我们必须充分注意到
,

每一种表达形式必须适

合 各自的定义域
.

四
、

讨
一

论

对于给定的具体问题
,

作用于悬臂矩形板上的集中载荷尸的作用点 (, 。
,

, 。

)是已知的
,

因而问题是可解的
.

现在让我们来研究几种集中载荷尸的特殊作用点
。

从前述的研究中我们

知道
,

只是在一般方程 (2
.

3 )中的研
, 式与作用点 (, 。 ,

场 )有关
, 几

而其它的表达式与其无关
.

1
.

当集中载荷尸作用于板的中点时
,

将 、。= 。
邝 和

‘

。。二b/ 2 代入式 (2
.

4a 或2
.

4b )中
,

则

得到相应的表达式牙
: .

注意到问题的对称性
,

有A l 。二A : . ,

k : 二 kZ ,

进而由一般方程(2. 3)

所获得的一系列结果与文献〔4〕的相同
.

2
.

当集中载荷作用于该板固定边中垂线上任意一点时
,

将 劣。= a/ 2 代入 式 (2
.

4b) 中
,

则得牙
, 式的相应表达式

,

进而 由一般方程 (2
.

3 )所获得的一系列结果与文献〔5〕的相同
。

3
.

当集中载荷作用于该板边缘 头二b 上任意一点时
,

从方程 (2
.

4a 或 2
.

4b) 可知
,

式

班
,
消失

,

而边界条件 (3
.

lb) 成为

日s
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a 3
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.
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5 1 11

这里 、。 是从作用于 , 。
= b 边缘上的集中载荷的作用点到 y 轴 的 长 度

.

在这种情况下
,

表达

式 (3
.

3 5 )~ (3
.

4 0) 中左端含有尸的项全部消失
,

只有式 (3
.

3 6) 中右端项不为零
,

而为

2尸a Z

刀汀
2 阴3 5 111

m 兀劣。

a

当集中载荷作用于 夕。= b 边缘中点 二。= a/ 2 时
,

注意到问题的对称性
,

我们所得 到的 结

果与文献〔2 〕的相同 ; 当 戈。= 3 a
/ 4 时

,

我们所得到的结果就与文献 [3 〕的相同
。 ⋯

上述讨论易于推广到集中载荷作用于戈
。
二 0或 x0 二 a边缘上任意一点的情况

.

4
.

当集中载荷作用于一 自由角点 时
,

如 x 。
= a

,

夕。二b
,

则 式 不
: 消 失

,

而 相 应 于 式
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.
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. _
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尸
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在这种情况下
,

式 (3
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3 5) ~ (3
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,
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.

4 0) 的右端项不

为零
,

而为
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这样
,

文献〔2
,

3
,

4
,

5〕的全部结果都可视为我们前述工作的特例
.

五
、

结 论

1
.

前述方法表明
,

矩形板的弯曲问题能够用基于功的互等定理所 给 定的程序来求解
,

因而这一方法易于掌握
。

2
.

由于我们以已被求解的受单位集中载荷的简 支 矩形板为一基本系统
,

因而本法比较

简单
。

3
.

本法可用于求解在复杂载荷作用下具有复杂边 界 条件的矩形板的弯曲问题
,

因而是

通用的
。

我们认为
,

本法是求解矩形板的弯曲问题的有效方法
.

[ 1 〕
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