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摘 要

‘

卞文介绍二维分岔槽道内 }卜牛顿流体流动的有限元分析
.

采用 G a le r k in 法及混合有限元法
,

流体看作不可压缩的非牛顿流体
,

满足 Ol dyo rd 微分型本构方程
.

由有限 元法形成的非线性代数

方程组用连续微分法求解
.

结果表明有限元法适于分析复杂流场中非牛顿流体的流动
.

_ 己! 全,

、 J . 「二石

确定分岔管道中的流动
,

在血管流体动力学中有很大的意义
.

Pe dl e y“ ’就曾描写过这方

面的问题
。

由于问题本身的三维性及流场几何形状的复杂性
,

直接研究或计算分析均有较大

困难
。

所以作为模型问题
,

人们首先分析二维分岔流道内的流动
,

用以 获得 一 些 有 用
!

的信

息
.

B r a m le y和D e n ni s‘“’用有限差分法对牛顿流体在分岔槽道 内的流动进行了分析计算
.

本

文采用
、

有限元的方法
,

对二维分岔槽道 内的非牛顿流体的流动进行数值计算
.

这样做的原 因

是
:

血
.

液更接近于非牛顿流体以及有限元方法可以适应形状复杂的流场的数值分析
.

二
、

基 本 方 程

图 1 显示了所要分析的流场的几何形状
,

流体从左边流入
,

右边流出
。

由于流场的对称

性
,

故只画出上半部分
。

本文假定流体是不可压缩的
,

流场是定常的
,

流休

的 应力一应变 率之间的关 系满足 O ld yor d 微分模型 〔“’.

于是基本方程为
:
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其中 0 ” 一Pl + T ,

P为静压
,

I为单位张最
, Q 为应力张 鼠

, T 为切应力张量
.

为简单起见
,

(2
.

2) 式中q 及 T 分别应是 口 / p 及
T
/ p

.

本构方程
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这里勿 /勿 t是O ld yor d导数
,

它与物质导数的关系为

勿A

勿t

其中A为求导的张量
,
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以畜
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以及D = (L + L 全
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.

在定常情况下
,
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.
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、

( 2
.

2 )
、
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3 )式在直角坐标下 的显式为
:

连续方程
:
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这里引用了求和约定
,

在 二维情况下
,

把v , , 。2
分别记作 u , v .

上述方程写为
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14 )式是本文的出发点
.

当只1 ,

几
: ,

拼。同时为零时即为牛顿流体
。

三
、

边 界 条 件

为了使方程具有确定的解
,

必须给出边界条件
.

设边界厂 = 厂 : U厂
2 , _

且厂 , 门r
Z
二 0

.

在

厂 l上给出

v ‘= v ‘
(几 ) ( 3

.

1 )

在r
: _

匕

a 。
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(厂刀 ( 3
.

幻

另外在边界厂
3

c 厂
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L给出
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具体地说
,

在本文中
,

CA
,

A B
,

OF
_

上 “ = v “ 0 (3
.

4 )

在CE
,

召尸上假定流动接近 Poi e ui ll e 流动
.

故CE 上。 = o
,

au/ a , ‘a。 /a x 二价 在 刀尸上
,

记

出口方向为x,
,

在其上的速度分量为。声
,

垂直方向分量为
v 尸 ,

并且有 v’ ” o
,

au
‘

/a x, = 。
,

彻
‘

/a x ‘
二。

.

于是在 CE 上有

“一; {会
1 + 之:拼。

1 + 久l拼。

(穿
(会

( 3
.
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一

么艺、、.产、、./
矛

在刀尸上有类似关系
.

只要将戈
,

夕
, 。分别改为尸

,

夕尹, “产即可
.

d P/ d 戈在CE 处给定
,

出口处 dP /d x 尹

则需选用
,

使得进 出口流量相等
.

由于。二 0
,

a /a x = 0
, u分布已知

,

故CE 及刀尸上的 r . : , : , , ,

T’ , 都已知
.

在O E 上
:

一
”;

霎
一” 或 r , , 一。, ar 一

a夕
( 3

.

6 )

四
、

数值方法的描述

1
.

有限元方程的形成

由于 ( 2
,

的~ ( 2
,

14) 方程及其相应的边界条件比较复杂
,

因此为了形成有限元方程
.

采
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用 G al e r ki n 法是最为方便的
,

为此 (2
.

的~ (2
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,
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其中f为p
, u , v , : 二 : , : 二 , , : , , .

将 (4
.

7 )
、

(4
.

5 )代入 (4
.

1 )一 (4
.

6 )
,

且计及df
‘

的任意性
,

便
一

可得到 6 x n 了

个方程
.

其中。, 为网格节点数
.

这就形成了有限元的代数方程组
。

2
.

形函数的选用

上述 (4
.

7 )
、

(4
.

8) 式中的 N
,
是形函数

.

对于不

同变 量采用不同的形函数
.

由于 。 , 刀 在 方 程中出现

比较高阶的导数
,

故采用二 阶 形 函 数
。

而 P
,

‘
: ,

r ‘ , ,

, ; 则仍用一阶形函数
.

与此相适应
,

不同的变量

的离散点是不相同的
. “ , : 和 p

,

‘
: ,

几 , 一、
,

在 三

角形单元中的离敞点如图 2 所示
.

对于 “, 。 ,

形函数

为

F
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F
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2 ,

F
。
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3 ,
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,

几
二 ,

几
, ,

、 , 的形函数为

F ‘= 占‘ (公二 1
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F
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= 4氛氛

其中占, ,

占
2 ,

占
3

为形参
,

匀十省
2
十雪

3
= 1

.

采用上面不统一的形函数
,

在 1
,

2
,

3 点上可 以建立 6 x 3个方程
,

而在

立 2 又 3个方程
.

这种构成有限元方程的方法称作混合有限元
.

5
,

6 点则建

3
.

非线性方程组的求解

以
_

L所建立的方程是非线性方程组
,

由于变量个数非常多
,

并且是高度稀疏的
,

所以求

解是相当困难的
.

一般采用拟牛顿法
,

问题在于给出尽量接近真实解的初值
.

最常用的方法

是首先假定流速很小
,

从而略去高阶量
,

使方程成为线性化方程
,

于是可以求得解
,

再 以此

为初值求解真正的流场
.

在将问题线化后
,

就不能采用混合元
.

而单一地采用线性形函数
,

为了避免这样作
,

也为了以 后计算
一

可以加速
,

这里引用连续微分的方法
〔5 〕.

具体作法如下
:

设所求解的方程为

F (二 )= o (4
.

1 0 )

其中F
, 二都是。维向量

.

设 1/ h一 N
,

解方程过程为

二’
= x 。

一 h〔F
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别十 落 一州 十 2 以一 岁
‘

N )一一
J纪‘

、

、.、

!
x “+ ’

= x “一 h[ F
‘

(x 人十士 )〕
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) ]

一 ’
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这样做 可以放松对初值的选用
,

加速计算
.

(k二 N + 1
,

N + z
,

⋯
,

N + l)

五
、

数 值 结 果

记 R e 二 p “。 T /拼
,

其中 “。 为进 口最大速度
,

T 为进 口 通道 半 宽
.

又 设 几, 二 0
.

15 ;
J

棍= 0
.

0 2 5 ; 拼。= 0
.

02
,

a 二 45
’ ,

d 二 0
.

75
,

’

T = 1
.

。
,

网格选 用 如 图 3 所示
·

为了使出 口 与

Poi eu ill
e 流动相吻合

,

需要选择 OE 和 O 尸 足够长
.

本文选 OE = 3
,

OF = 3
.

7
.

这里保 证
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入入入{{{ {⋯⋯卜卜{{{
LLLLLLLLL一(~ ~ J一上~

、 户

址址

直槽道部份长是宽的 3 倍以上
.

由于

点
,

在拐角处又如图 3加密了网格点
.

所以用随机分布稀疏阵求解法求解
.

计算机容量的限制
,

在纵向 用 了 61 个点
,

横向为 9 个

对于 [ F
产

(二)〕
一 ‘

的计算
,

考虑到F
尹

(劝是大型稀疏阵
,

本文给出R e 二 1 0
,

R e 二 50 二个结果
,

对于R e 一 10

解作为初始值
。

选N 二 1 0 ; 然后再用牛顿法继续求解
.

始值
,

再选N 二 工O
,

计算得 出比较好的初值
,

的情况
,

则用极缓流动的线化方程的

对于R e = 5 0
,

则以 R e 一 10 的解为初

再用牛顿法求解
。

由图 4 ~ 5中 可以看 到解的情况
.

当 R e 二 10时无明显回流区
,

R e = 50 时则不然
.

六
、

结 论

本文表明
,

用有限元法计算复杂形状流场中的非牛顿流动是 可行的
.

用有限元法
,

比较大
,

计算时间也相当长
,

在M 1 50 机上作
一

次迭代
,

内存
g 又 61 个点要用近20 分钟

.

在开始阶
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段
,

寻找初值需要用比较多的计算时间
.

有限元法的明显优点是对角点不必作特殊的处理
.

只需将网格点加密
.

实际上
,

在差分计算时
,

有人‘“’对角点作了局部解析解的处理
,

对于局

部有 回流的情况
,

这种解析处理并非合理
.

相对地说
,

有限元法计算有较大的适应性
.
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