
应用数学和力半
.

第 7 卷竿 9 期 (玉9 8 6年 9 月)

A p p lie d M
a th e m a t ies a n d M

e eh a n ie s

穴明数学和力学编委会编

承 失 出 版 社 出 版

控制系统第二标准型的绝对

稳 定 性 准 则
’

裘晓钢 舒仲周

(西南交通大学
,

1 9 8 5年 4 月2 0 日仆纷到 )

摘 要

1
.,、

!
.

、.了
凡

术文给出控制系统实的第二标准型〔‘」

全‘= 一 P ox ‘+ 合 (i= 1

“ 一
名尸“

‘一 , a 一 r f(a )

绝对稳定的显式准则
,

包含并改进了文〔2」的相应结论
.

将所得结果应用于著名的飞机纵向运动方

程
‘. , ‘ , 幻

,

所得结果包含并改进了文〔3
,
4

,
2〕的结论

.

一
、

引 言

控制系统实的第二标 准型
t ‘’具有如下形式

全. = 一 P声‘+ a (f二 1 ,

⋯

方 = 兄 刀
‘二‘一夕a 一 r

f(。)
(1

.

1 )

、.、
才

l
、.尹

刀

其中户> o
,

刀
‘
为实数 (‘二 1

,

一

感一 1

。
)

,

p
, r > 0

,

f 连续
,

满 是f(0)二 0 ; a f(a )> 0 (a 等 0 )

下列著名的飞机纵向运动方程
〔“’‘’ 2 ’是(1

.

1) 的特例

分‘= 一 p . x , + 口 (i二 r
.

2
,

3
,

4 )

方二 艺 风
x ‘一 r P

Z a 一了(u )
(1

.

2 )

其中p ‘> 0
,

刀
.为实数 (i = 1

,

2
,

3
,

4 )
, r p

Z

> o ,

f连续
,

满足 f(0) = 0 ; a f(“ )> 0(a 钾 0 )
·

定〔2〕得到的关于第二标准型 (1
.

1) 绝对稳定的充分性准则为

i + sg n
刀
‘

ZP‘
尽> O (1

.

3 )

将这一结论应用于飞机纵向运动方程(1
.

2 )
,

得到关于(1
.

2 )绝对稳定的充分性准则内

钱伟长推荐
。
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r , 2一

会
, +

器犷夕
‘

”
‘> ”

(1
.

4 )

这一结论同时包含并改进了文仁3
,

们关于方倒 ‘
·

“
城绝对拍牢性卿lj. 本文将进一步改进准

则以
,

3 )与 (1
.

4)
·

·
- ,

二
、

引 理

引理 1 设

姓一了A
l !

A , :

、
、A

: , A
2 2 /

为分块正方矩阵
,

如果A
; :
非奇异

,

则

IA !== IA
: :
皿A

: : 一A : : A 了IA : :

}
.

证明 这是因为当A 、、非奇异时
,

下面的等式恒成立

l)半
0

: 2
一刃

2 I
A 了}A

, 2
A

A0/犷卜、

一一

、、,声
rZ于.、、

‘

、、JZ了了.、、、

、.尸产0E

(
E

一A : , A丁;

A 1 1 A
1 2

A 2 1
A : :

一A 丁IA
, 2

E

其 中E 为单位阵
.

如果A 是对称的
,

且A
: ;

正定
,

那么由(2
.

1) 式立即得

引理2 设

、
、../AAlA

A 二 f
、A

为分块对称矩阵
,

A : : 正定
,

那么A 正定 (半正定 ) 的充要条件是 A : 2 一姓
2 1
姓丁{月

, :

正定

正定 )
,

这里 A Z ,
二刁f

2 .

引理 3

使得

( i )

对于系统(1
.

1)
,

如果存在对称矩阵 G
,

g 、一”
’

g 、.

g ” 1
. ’ ·

g 。。
{

r矛
.

1
.‘..吸‘

一一G

矩阵B 正定
,

这里

ZP 一g : - (P
:
+ P .

)g
;。

(P
。
+ P

;

)g
。 ,
⋯ ZP

. g 。。 {
‘矛了....、、

一一B

(11) Zp 一 k , B
一 ’k > 0

,

这里

一

(
一

恤
十

知
了

)
一

(
”
·
+

鑫
。一

))

那么 (1
.

1) 为绝对稳定
。

证明 记

1 1 \ l刀八
_

i一 户
,

二 ! ! 】
,

p一 1三1
,

J = }
\I J \户

,

j \ 0 一P
。)

、、1.,...矛了

l荞戈
。

:戈
矛r下‘..1、
.
‘

一一



控制系统第二标准型的绝对稳定性准则

则方程 (1
.

1) 可 以写成如下的矩阵形式
:

李色甲

扒二)
一

哈 )(乙)
+

(卫
r

)
了(a )

(2
.

2 )
一P

取

‘

/百‘、、、刃产犷一‘x
, 。)( )

不难验证 J‘ + G J二 一B
.

由于B正定
、

J稳定
,

因此 G 正定
,

从而犷正定无穷大
.

又

/才吸、、、.J了

广
‘1

一[(
一P
)(二)

+

(二
r

), (·)〕
’

(了 )

了{)l(;
,

一

二)(二)
+

(三
r

)“
· )〕

J

r
、

、、.J‘

b
全

Tx

了JOF‘
、

、, ·)
(尽2P )

一Zr
时‘口’

/奋吃、、

、、刀/

由引理 1及条件 (i)
、

(11)知
,

2P)
半正定

,

再注意当a 寺。时
·

aj (。)> o
,

因此夕
( ,

.
: 。( o

,

且当夕
(,

.
, )二 o时必有a = o ,

进而 : = o

即夕
‘,

.
1 )负定

,

由L BK 全局稳定定理知
,

(1
.

1 )的零解为绝对稳定
.

引理 4 系统 (1
.

1) 零解绝对稳定的一个必要条件是

p 一

鑫足
》”

(2
.

3 )

证明 在 (1
.

1) 中令f( a )二
。a , 召> 0

。

如果 (1
.

1) 为绝对稳定
,

那么

了rt、
、

、、.产
尹

扒加
一

哈
心

一 (P + r e
) )

对一切 ￡
应全局稳定

,

即矩阵

产
_ e

、
\日

T
一 (P + r 。)/

的特征根
,

不妨设为。
‘
(i = 1

,

⋯
, 。十 1)

,

对一切 。> O其实部均为负
,

由于

一 (P + r。
)

= n (几一 。‘
)

r

J
dD
.

J

了、了、

一
E

,人

所以

裂 lJ

只(
一

)一 (一‘)
”

“
i。

·
e

一 (P + r 。
)

因为。
‘
实部均为负

,

且复根成对
,

因此

n (一。
‘
)) o

由引理 1 又知
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|尸
·

一 I J

卜 ‘)
‘’
甲 ‘

{ ,
,

一 (P + 此
= (一 1 )

” + ‘

舒 仲 周

户
‘一 ,卜(, + 一卜

鑫几
,

〕

口尸P
月 月

见
巧
卜

+

一 三

因此

户+ r 。一 乙 刀
,
/ 户

‘) o

‘. 1

对
‘

一切。> O成立
,

让 : 。 O 即得(2
.

3) 式
.

引理5 如果在系统(1
.

1 )中
,

口
‘
钾 0 (‘二 1

,

⋯
,

仇 )
,

刀
, = o (j二二+ x

,

⋯
, , , o 簇。簇 n

)
.

那么 (1
.

1) 零解的绝对稳定性与下列系统零解的绝对稳定性等价
:

交
‘
= 一 p 拼

‘
十 a (p

‘> 0, 1= 1
,

⋯
,

。 )

方 二 E 月
‘: ‘一Pa 一 r

f(a ) (夕
, r > o ) } (2

.

4 )

证明 当刀
。
钾 o “二 1

,

⋯
,

tn )及月
, = 0 (j二水+ 1

,

⋯
,

的时
,

·

系统 (1
.

1) 可以写成如下形式

幻= 一角为 + a

幻” 一 p , 劣 , + 口

(p
。) o ,

i= z
,

⋯
,

m )

(p
, > 0 ,

j= , + i
,

二
, ,

方 二 艺 刀
‘二‘一夕。一 r

f(a ) (夕
、 r) o)

汉 2
.

5)

显然
,

当(2
.

4 )不绝对稳定时
,

(2
.

5) 亦不能绝对稳定
。

现设 (2
.

4 )是绝对稳定的
.

令 (2
.

幻之

满足初始条件二‘(o)=
二‘。

(‘二 1
,

⋯
,

m )
、

a (0 )= a 。

的解为 二‘(t)二二‘(t
; x , 。 ,

⋯
,

x 。 。,

几 )
、

灯 (t)

= a (t
; 二 , 。 ,

⋯
, “。。 ,

二。)
,
贝IJ(2

.

5 )之满足初始条件二‘(0 )= 戈‘。 (‘二 1
,

⋯
,

。)
、

, ,
(0 )=

二 , 。

(j=

”‘+ 1
,

⋯
, n
)
、

J (0 )= a 。

的解为

二‘(t)= x ‘(t
; x , 。,

⋯
, x , 。 ,

。 。

) (i二 1
,

⋯
,

。 )
; 。(t)= a (t

; x ; 。,

⋯
,
工二 。

,
a 。

)
% ,
“)一、J。

二p (一 p J‘) + 二p ‘一 。, ‘)
.

{:
一 p‘p

, ‘, a “)d“
,

一
+ 1

,

一
) }

‘2
·

6 ,

由于(2
.

4 )之零解为绝对稳定
,

因此对 V 。> O
,

己氏> 0 ,

使得当 }介
。
}< d

、

(‘二 1, ⋯
, ,
n)

、

}a0

< d
:

时
,

有

{
% .
(才)}<

。
(‘二 1

,

⋯
,

加)

}a (t){< m in 笼。
,

p , 。/ 2 }
, . 爪 + 1 ,

⋯
, .

对一切才) 0成立
,

令乃== m in {。/ 2
,

d
,

}
,

则当 lx
‘。

I< d (蓄二 l⋯
,

。)
、

l, , 。 }< d(j二 m + 1
,

⋯
, n
)
、

}a
。

{< 占时
,

当然还有

{x
‘
(t )1<

e 、

}a (t )} < m in {。
,

p , 。
/ 2 }

J ·仍 +l
, ‘

二 , ” 少

对一 切t乒 0成立 ; 再由(2
.

6) 式得
,

当t势O时有

一 (‘)‘、 }% , 。}一 p (一。J‘卜二 p (一。, ‘)
J;
二 p (。,‘) }二(‘) :d ‘



控制系统第二标准型的绝对稳定性准则

、 }二
, 。

, + (
￡。,

/ 2 )一p (一。, ‘)
{;
一p (。

, ‘) d ‘

< d + 盯2簇
。

这说明 (2
.

5 )的零解为稳定
,

下面我们进一步来说明
,

对于任何 为、 为
。、 。0’ 当 to co 时

,

总有义‘(t)、 0
、

x , (t )、 0
、
。(t)、 0

。

x ‘(t) 、O
、

a( t) 、 0
一

可由(2
.

6 )的绝对稳定性直接得到
,

下面来考查, ,
(t )

.

对 V 。> 0 ,

由

于a (t )。 0(t、co )
,

因此 日t ,

> 0
,

使得 当t》 t ,

时有

la (t )}< m in {。P z
/ 2 }

j 目 爪 + 1 , 。 。 。 , 匆

令
a
(t

;

)= m a x }a (t )}
0叹才( ti

再选取 九) t , 以保证

〔lx
J。
}+ (

a
/户

,
)
e x p (t

;p ,
)〕/

e x p (t沪
,
)<

。/ 2 (j= 。 + i
,

⋯
, n
)

那么当 t》 tZ

时
,

再由(2
.

6 )式得

}一“, ‘簇 ,“
J。

,一p‘一 p 矛‘, + 一p ‘一 p , ‘,
}:一

p (。
J‘) :a (‘, ,d ‘

、、% J。 ,一p ‘一。
J‘) + 一p (一。

J‘)
丁:

’ 。X p (。
J‘) }a (‘) }d ‘

十二 p (一。
, ‘)
J:

,

二 p (。
J‘) : a (‘)}d ‘

、 }, J。
}二 p (一 p J‘卜一

p (一 。, ‘)
!犷
一p (。

J‘)d ‘

+ ‘
·、了/ 2 )一p (一。

J‘)
{:

,

一 p (。
, ‘)d ‘

簇 1工
, 。

}
e x p (一P , t :

) + (
a
/ P , )

e x p (一 p , t )仁
ex p (p , t、)一 1〕

+ (
。
/ 2 )

e x p (一 p , t )〔
e x P(P

, t )一
e x P(p

, t ;

)」

簇〔{二
, 。

}+ (
a
/ p

,
)
e二p (p

, t ;

)j/
e x p (p

, t: ) +
。
/ 2

< 叮2 + 。/2 = 。

即% ,
(t) o o (t o co

,

j= m 十 1
,

⋯
,

n)
.

这就
一

证明了(2
.

5) 的零解还是全局稳定的
.

由于(2
.

4 )的

零解是绝对稳定的
,

因此 f
一

可以是满足 f(0) 二 0
、

af (a) > O (a 今 0) 的任意连续函数
,

囚而

(2
.

5 )的零解也是绝对稳定的
.

三
、

第二标准型的绝对稳定性准则

准则 1 如果在系统 (1
.

1) 中
,

当 1( i簇。时刀
‘今 0 且全部同号

; 当 m + 1簇 i簇
。 时 口

‘=

(O簇m (
n
)

,

那么 (1
.

1) 绝对稳定的充要 条件为

(3
.

1 )
�

U势热
脚
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证明 必要性已由引理 4 给出
,

下面来证充分性

夕“= !刀
。
{ (f= 1

,

⋯
, n
)

, g ‘, ‘ 0 (‘
, ‘

j= 1
,

⋯
, n ,

i斗j)
,

在那里取

门P召
.

2夕一 k , B
一 ’

k == 2户一 乙
‘. 1

(刀
‘+

ZP ‘

仲 周

先设 , = n .

利用引理 3 ,

那么矩阵B 显然正定
,

而

2 (夕一 E 刀
。
/ p

‘
) (当刀

‘) o )

2P (当刀
。< 0 )

因此只要 (3
.

1 )
j

丈成立
,

引理 3的两个条件都成立
.

对于 。< n 的情形可由引理5及上面的证明

得到
.

如果在 系统(1
.

1 )中尽变号
,

不失
一

般性
,

我们 可以适当选择足码
,

使得 口
‘ 有如下的顺

序
:

理
1

> ”
,

一夕
·

考
”

,

刀一< ”
,

一月
。< ”

、

飞
卢。

+ 1
= 0

,

⋯
,

卢
。
= 0 (1(

￡< 爪( n ) )
(3

.

2 )

准则2 如果在系统 (1
.

1) 中
,

口
‘具有(3

.

2 )所示的符号
,

那么下列两条件之一成立时
,

(1
.

1) 的零解为绝对稳定
.

P一 m ln

a + 1‘ j‘ 侧

11ll n

入(月j 馨
口
‘P‘

(p
‘+ 几‘p ,

)
“ > O (3

.

3 )

这里

刃, 一

{
、}入一 (几

1 ,

⋯
,

几
。

)
,

几‘ 取0或 1
,

子

撇碧
“‘脚

p !十
剐

p ,

动} (j= s + 1
,

⋯
,

。 )
.

刀
‘

_ m in m in

P ‘ 1《f《
: p〔M 、

叉
了‘ 口+ 1

一

咒塑井声
‘’> ”

(3
.

4 )

!

乙曰
一P

这里

M
‘
一

{
。,。- 拜

, 十 , ,

⋯
,

拼。 )
,

拼, 取 。或 1 ,

且使 乙 拼声
,
/ 户汤+ 刀

‘
/ 户

‘乒。

j 二 . + 1
} “

一 ‘
, ’ .

” “

证明 根据引理 5 ,

我们只需证当m = 九时准则成立即可
,

现设m 二 n .

我们先来证当(3
.

3 )成立时
,

系统(1. 1) 为绝对稳定
,

首先可以不坊设

;

乙曰
“ + 1‘j簇

。

n l In

入(八

丫
一 1

‘‘
司

离. 1

刀
‘p 。

(P
‘+ 凡‘户,

)
“

: 二二 11 ll n

入(月
。

月价
‘

(p
‘+ 几‘p

,

)
“ 乙

刀
‘p ‘

(p
‘+ 几‘p

。

这里瓦= (天
, ,

⋯
,

万
。

)〔且
。 .

应用引理3 ,

并在那里取

夕‘, ~ 1刀
‘
1

,

(‘= i
,

⋯
, n
)

夕‘,
== 一 2 0 ; 甲口

, p ‘I刀
。

lp
,
/ (夕

‘+ 夕。)

而取其它的承 J为零
,

这里6‘(蓄= 1
,

一
, :
)待定

,

但满足条件

(i二 1 ⋯
, S

乙 必 < 1. (3
.

5)

这时
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Zp ,

刀
1

0 0 0 (P
;
+ P。

)9
1 。

0 ZP ,

刀
。

B = 0 0

0 ⋯ 0

Zp
。、 :

!几
十 ;
{

(P
,
+ P”

)P
: 二

0

0

(p
, + p 。

)g
, 。

O

(刀
.

+ p 。

)a
a ,

O Zp ,

{口
。

{

对B用引理2 ,

并取A
2 2
= (ZP

。

}刀
.

!)
,
贝}」因为

2户
,

}口
,

1一 兄 (p
‘+ p ,

)
“g 于

.

/ (Z p
‘
刀
‘
)

有一 1

= Zp 。

i口
。

卜 冗 2 0 {八
‘一 l

!口
,

}一 Zp
。

!,
:

}(
1-

石
”,
)
> ”

,

所以 B正定
,

再来考查
, ZP一解B

一 ‘h
,

应用引理1
,

有

}B !(ZP一 k , B
一 ’
k )二 只

“ !
k

r
ZP I

ZP ,
刀

J
一 (2口

; + g ; ,

)

ZP a

刀
s

2户, 千 ,

}刀
; 十 :

}

(P
, + P ,

)g
, 。

0
:

」

(P
。
+ p ,

)夕
: :

1

0

一 (2凡 + 夕a .

)

0

⋯
0

ZP
二 一 ;

}凡、4 0 O

(p
,
+ p 。

)g
: 。
⋯(p

,

+ p ,

)g
a 二

0 ⋯ 0 2户,

1凡 } 一 乙 g ‘,

‘一 l

一 (2刀
;
+ 夕

: ,

)
·

一 (邓
, + 夕, ,

) 0 ⋯ 0 , 一 兄 夕‘
-

2P
成一 1

⋯
z p

,

{刀
。

{ 一 乙 夕‘,

协 一 1 ‘一 1

= n (Zp ‘
}刀

‘
})

城一 1

一 乙 夕‘,

2P {
‘. 1

(p
, + p ,

)夕
; 。 ⋯(p

.

+ p .

)夕
, ,

1/ (2刀
: P :

) 0 (户
:
+ P 。

)g
, ,

一 (幼
, + 夕

, ,

)
·

一 (2刀
,

+ g
。 。

) 0 1/ (罕
sp :

) (p
,
+ p 。

)g
; ,

/且‘百了.、、,、、、,..口Jll
rJ

口

!
、、、电龟..声矛厂

护早

了召‘...屯、、

一
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2户。

!凡 1 一 乙 夕‘二

= n (Zp
‘
!刀

‘
}){一 艺 夕‘, }

\1.......,
户

乙 (p
‘+ p ,

)
“g :

,

/ (2月
,p 。

) 一 乙 (p
, + p

,

)习
‘。

(2刀
‘
+ 夕, 。

)/ (2刀
‘p ‘)

一 习 (p
。+ p ,

)g
。,

(2刀
. 十 g ‘。 )/ (z刀

‘p 。) 万 (2刀
‘斗

一

g ‘, )
’

/ (2刀
‘p ‘)

二 n (2户
‘

}刀
‘
1){1

2。
·

}、一
会

(。
‘+ 、

·

)
2。:

·

/ (2刀
,。‘)〕l。

一

息
(2刀

‘
+ 。。

·

)
2

/ (2,
,。。)」

一

[鑫
。‘·

(2刀
‘。·

+ ‘。
‘
“
一

。
·

)。
‘·

, / ‘2”
‘。 ,

, ]
‘

}

= n (Zp
‘
1口

‘
!) 2户,

}凡卜 乙
Zp 。

}刀
·

}“:
〕1

2 , -
乙 (2月

‘、 。* ,

)
2

/ (2。
!
刀
‘
)〕

厂t叮.L‘少飞七

E g ‘,

(2刀
。p ”
一 2 0‘

“而: ,几 ,。
·

, /‘2“
。, 。

)」
“

}

= n (Zp
‘

}刀
:
!) i一 乙 口圣)(

2 , 一

会嘿式条
。

“

)
2.、、

尹
J、走

、l尹I夕州.J ll、、,/
月
“

一

才

一

l“ 获
夕
‘

斌 }夕
。

}户
.

(p
‘+ p ,

) (扩
刀
‘P。

}口
,

}P
‘

因此
,

ZP 一 k rB
一 ‘k与d同号

,

这里

d一

(卜熟
“:
)(

2 , 一

会
(2刀

‘+ g ‘,

)
“

2刀
‘P‘

a

一

〔“ 获
o
‘

丫 }夕
。

l户
,

(p
‘+ p ,

) (丫卢
‘p ,

}刀
。

}P
‘ (3

.

6 )
飞匹l.J

‘

了、、子
�臼�

一

现在我们分两种情况来选取O
‘

(‘二 1
,

⋯
, :

如果
_

乙 天
.
夕
‘
/ p

‘+ 凡加
。

< o ,

贝;J乙 天消
‘户,

/ ( }刀
,

{p
‘
)< 1

,

0‘二 天‘刚八户
。

川凡 {户
‘
)
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E 必 = 乙 无:刀
‘p ,

川凡 !p
‘
)= 乙 天

‘
刀
‘p ,

川刀
,

!p
‘
)( 1

即(3
.

5 )式被满足
,

另外
,

当 兀
‘二 0时0 ‘= 0 ,

当万‘= 1时旧
‘
= 斌尽八川刀

,

!p
‘
)

,

因此这样选取

的0
‘

总使 (3
.

6 )式中的占的表达式的后一项为零
,

于是

“一

(
‘一

鑫
“,
)[

2 , 一

鑫(
2刀

,一 2“丫
}

余仁
‘ 心刀

‘p ‘
I刀

。

}p
”

(P
‘+ P

.

) )
“

/
(2“

。。‘,〕

一

(卜鑫
“:
)1

2 , 一

会(
2”

‘
- 么万

‘
夕
‘p 。

p ‘+ p , )
’

/
(2刀

‘p 。
,」

一 2

(卜鑫
“:
)}

, 一

鑫
(p

‘
+ p一九

‘p 。

)
之

刀一
(p

‘+ p ,

)
Zp ‘

2

(1 一 兄 0 }

’

八P ‘

(p
‘+ 几‘p

。

)
2〕

(因为‘识取
”

,

‘,

2
’

如果 乞 天消
‘
/ 户

。+ 刀
,

/ p
,

= o ,

则 艺 兀消
‘户

.

/ (l凡 I户
‘
) 二 x ,

因而 天‘不能全为零
,

不妨设天: = 1
.

取 0 , ~ 斌口
: p

。

/ (}刀
,

lp
;
)一

。 (。> o
一

且充分小 ); 口
‘
= 万

‘

斌刀
‘p 。

/ ( {刀
.

lp
‘
) (‘

2
,

⋯
, :
)

.

这时

艺 0卜 (心力
, p 一

川凡 }一
, 一。

)
’ + 乙 天刃

‘户,

川刀
,

}户
‘

)

( 刀
, p .

川刀
。

Ip
l

) + 艺 灭‘刀
‘p ”

川刀
。

lp
‘
)

艺 天
‘

刀
‘p ,

川刀
.

Ip
‘
)二 1

·

即 (3
.

5 )式能被满足
,

同时由(3
.

6) 式得

“一

心佑
一

毓
、一

沉Zp 一 乙
(2刀

‘+ g ‘。

)
“

2刀
‘p ‘

一

{
心 2 。材 1凡 lp

ft

P z + P。 一)」
“

因为

因此

1im 口‘= 况‘ M刀
‘p 。

/ (}刀
,

lp
‘
)

￡今 0
(‘= 1

,

⋯
, s
)

1im
心令O

夕‘
,

= 一 2兀
,

斌刀
‘p

,

/ (I刀
,

}p ‘)
·

、/ 刀
‘户‘ !刀

。
! p

,

/ (p
‘+ 户,

)



裘 晓 钢 舒

= 一 2几‘刀
‘p ,

/ (p
‘+ p

.

)

伸 尚

(i =
,

⋯
, s

进而

1im
￡今 0

6 /〔
。
(2汀刀xp ,

/ (}刀
,

}p
, 一。

)〕

二 ZP 一 乙 !(
2 ,

‘一 2“
六二

,

)
“

/
‘2”

‘p 。
,
]

一 2

(
, 一

鑫
p ‘

经
‘ _

、
(p . + 几‘p ,

)
乙 /

(因为久‘只取 0
,

1 )

因此
,

只要 (3
.

3 )式成立
,

在情形1
’

总有d > 价 在情形2
‘ ,

只要
己 取得足够小 也有j> 0

.

这样我们就证明了当(3
.

3) 式成立时
,

引理3的条件是可以被满足的
.

当(3
.

4 )式成立时
,

可不妨设

1( “
s

公 立
j二

谷+ 1

“,
刀

,
(Zp

‘+ p ,
)

(p
‘+ P , )

“

二二二 11ll n

卜(M
-

二‘十 1

拼,
口

,
(Zp

; + 户,
)

(p
, + p ,

)

立
= 占+ 1

浮,
口

,
(ZP

: + p , )

(P
: + p , )

这里 尽= (夕
. + , ,

一
,

月
。

) 〔M
, 。 应用引理 3

,

并在那里取 g “ = }刀
‘
} (‘= 1

,

⋯
, 。

)
, g ; , “

一 2 0 , 双刀
: p l

!刀
,
!p , / (户

: + p ,
) (j=

s + 1
, ,

二 , n
)

,

而其它的g 。, 全为零
.

然后分两种清况来选

取白, :

1
’

当 乙 天,
刀

,
/ 户

, + 刀
,
/ p

: ) o 时
,

取 口, = 月, 斌 }两l户
,
/ (刀

:户,
)

= s十 1

(j=
: + z

,

⋯
, n
),

2
’

当 乙 月声
j
/户, + 刀

1 /户, = o 日寸
,

不妨设浮
。
= 1

,

并取 8 , = 月, 斌 I刀, }p
,
/ (夕

: p 力 (j, S

~ s + 1

+ 1
,

⋯
, 。一 1)

,

0
。
= 刚 }凡}p

、
/ (刀

ip ,

)一
。 (。> 0且充分小 )

.

完全仿照前段的证明不难验证
,

这样选取的G 当(3
.

4 )式成立时
,

能保证引理 莽的两个条件成立
,

从而保证 (1
.

1 )的零解为绝

对稳定
.

由于且 , 、

M
‘都是布尔数组集

,

且都只有有限个点
,

因此当 p ‘
、

刀
‘、 P给定时

,

用讣算机

来判 断条件(3
.

3 ) 和 (3
.

4 )是很方便的
.

附录给出了一个判别准则 2 的条件的计算机通用程

序
,

并对一个m = n = 14
, : = 7的系统进行了判别

.

文〔2〕给出的系统(1
.

1) 零解绝对稳定的充分条件为

1 + sg n
刀
‘

ZP‘
刀
‘
> 0 (3

.

7 )

当刀
‘不变号时

,

准则 1的条件较 (3
.

7 )为弱

的顺序时
,

(3
.

7 )等价于

夕一 乙 刀
‘
/ p

。) o

‘一 1

(增加了一条边界) ; 当刀
‘变 号并排成 (3

.

2 )所示

(3
.

8 )
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二
协

由于 兄 刀
,p ‘

/ (户
‘+ 几沪 ,

)
’

镇 乙 刀
,

加
‘、

乞 拼,
几(Zp

‘+ p ,
)/ (两 + p ,

)
“

( o

了。 a + 1

因此这时准则 2 的条件(3
.

3 )
、

(3
.

4) 都比 (3
.

了)为宽
,

这样我们就包含并改进了文 〔2〕关于

(1
.

1)的结论
.

特别
,

如果在系统(1
.

1 )中让
。二 2

、

p p ; 二 p p
:
二 q ,

则由准则 1
、

2 可得(1
.

1 )绝对稳定的

充分条件为

当 夕声
: 》 0 时

, g 一刀
1
一几> 0 .

当 夕
: > 。

,

”
2

< ” 时
· ,

{

当 ,
: < 。

,

,
: > 。 时

,

{

口一口
:
/ 4 > o ,

刀
, + 凤( o

q 一几一眺 / 4> 0
,

几 十几) 0 ;

q 一凡/ 4 > O
,

刀
: + 几《0

Q一 3口
:
/ 4 一口

: > 0
,

口
; + 八> 0

.

在 (八
,

几) 平面上
,

这一充分条件所给出的绝对稳定性区域为折线 l: 所 界 (图 1 ) ; 条 件

(3
.

7) 给出的绝对稳定性区域由折线I, 所界
:

图1中直线 l, 以
一

上的区域为不绝对稳定区域
,

这

由引理 4 中的(2
.

3 )式给出
.

尹: + 儿 二叮

四
、

飞机纵向运动方程的绝对稳定性准则

将三节中的准则 1
、

2 直接应用于飞机纵向运动方程 (1
.

2 )
,

就得到飞机纵向运动方程的

绝对稳定性准则
。

准则 3 对于飞机纵向运动方程(1
.

2)

m ( 4 )
,

如果刀
‘
(i二 1

,

⋯
,

4 )不变号
,

不妨设当1成i( m 时风寺。; 当m + 1( f( 4时刀
‘二 。 (0簇

则(1
.

2) 绝对稳定的充要条件为

r户: 一 乙 刀
‘
/ p

‘二协 一 兄 刀
‘

/p
‘》 o (4

.

1 )

2
’

如果 刀
‘
(‘= l

,

二
,

4 )变号
,

不妨设 当 1《i( ; 时 八> 。; 当 s十 1( i( , 时 八< 。; 当

m 十 1( i《4 时夕
,二 0 (1《

s
< , 《4 )

.

那么下列两条件之一成立时(1
.

2 )为绝对稳定
.
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"

乙同rP
Z
一 m ln > 0 (4

.

2 )
s + 1( i( 二

刀
‘P‘

(户
‘+ 之‘p j

)

这早

刁 , ~ {入}入二(义
; ,

⋯
,

久
:

)
,

之‘取0或 且使 乙 之迢
‘/ p

‘

十刀
,
/ p

, ( o卜 (j二
s伟

一

1
,

·

” 一

仇

“‘,
r , 2一

鑫会一 1】】主n
“,
口

,
(Zp

, 、+ p ,
)

(户
‘+ p , )‘

> O (4
.

3 )

.

乙
1( f(

s

j二 s + 1

这里

、
。一

{
, }。一 (。

。 + : ,

⋯
,

。。)
,

。, 取。或 1
一

: 使
亡 ⋯

, S

了一I + 工

, ‘,
”

,
/ p

, + “
‘
/ p

‘> ”

)
,

“

文〔3 〕
、

〔4〕
、

〔2〕所给出的(1
.

2 )绝对稳定的充分条件分别为

4

m in p {, Z
p ; 一 1 6 E 刀: > o (4

.

4 )
1《f乓4

11 1In

1
“

( 4

o : r Z
户卜 4 乙刀: > o (4

.

5 )

·, 么一

息
‘

飞篮
n
刀
‘
“
。
乡0

(4
.

6 )

(4
.

4 )显然是 (4
.

5 )的特例
,

(4
.

5 )又是(4
.

6 )的特例
〔2 ’,

而 (4
.

6 )在刀
‘同号时是(4

.

1 )的特例
;

在尽变号时是(4
.

2 )及(4
.

3 )的特例
。

在准则 3 中
,

情形 1
’

的条件显然是很易判断的
.

对于情形 2
’ ,

如果采用附录给出的通用

程序借助于计算机
,

那也是容易判断的
,

这只须在那里读入 P = rP
: 、 儿= 4 即可

.

但由于 n = 4

并不大
,

因此既便是用笔算来判断准则 3 的条件也不是十分困难的
,

下面我们给出一 个
S =

2
、

m = ”= 4的例子来说明准则3
、 J

进而准则2的用法
.

在系统 (1
.

2 ) 中i受r P
:
二 1

,

刀
, 二 5

,

刀
。
二 4

,

口
,
二 一 2

,

口
、
二 一 3

,

p , 二 9 , 户么二 8 , p 3
二 6 ,

户‘“ 1 5
.

由 于

, ,
2
一

公(, 、 , ‘n口
。
),

。/ (Zp
.

)一
r ,

2
一

亡口
:
/ 。

= 1 一(5 / 9 + 4 / 8 )二 一 1八 8 < 0

因此条件(4
.

6 )不能用
.

但由于

刀
,
/ p

, + 夕
,
/ p

3 + 口
;

/ 户
4
== 5 / 9 一 1 / 3 一 1 / 5 == 1 / 4 5 > o

r p
Z
一 艺 刀

‘
/ p

‘一 乙 尸
,

(2 p
l + 户,

)/ (户
‘+ 户,

)
么

二 i 一(5 / 9 + 4 / s)一〔一 2 (1 8 + 6)/ (9 + 6 )
艺
一 3(1 5干1 5 )/ (9 + 15 )

2

〕

二 1一 7 6 / 7 2 + 1 6 / 7 5 + 1 1 / 6 4二一 4 / 7 2 + 8/ 7 5 + 1 1/ 6 4 > 0

因此
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r夕
2
一 乙 口

‘
/ p

‘一 m in m in 万 拜,
刀

,
(Zp

‘+ p ,
)/ (p

‘十p ,
)
“

1“( 2 卜〔M
, , 一 3

》 r P
Z
一 乙 刀

‘
/ p

‘一 n l ln

卜(M l
艺 拌,

刀
,
(Zp

: + p ,
)/ (p

l + p ,
)
2

》 rP
:
一 乙 刀

‘
/ p

‘一〔E 拼,
刀

,
(Zp

: + p ,
)/ (p

: + p ,
)
艺

!〕
; 3一‘二‘一 ‘

= rP
:
一 乙 风/ p

‘一 乙 刀
,
(Zp

, + 户,
)/ (户

1 + p ,
)
’

) 0

即(4
.

3 )式成立
,

因而所给系统为绝对稳定
.

附录 一个计算机程序

这里我们给出判断准则2的条件的计算机程序
,

所用语言为FO R T R A N
,

调试机器为I一 100
.

当m = 。时

可直接用此程序
,

当 m < ”时应先用引理5将系统化为低维系统
,

使得几全不为零
,

然后再用此程序
.

在程序中
,

变毫P
、

15
、

N
、

IV
、

IU
、

B T
、

R O 分别对应于准则 2 中的量 P
、 s

、

n (, )
、

入
、

卜
、

p了
、

p 了 = (p
, ,

⋯
,

八)
.

在打印结果中
,

标志
“

NO’
,

表示准则 2 的条件不成立 ; 当打印出L且L ( : 时
,

表示条件

(3
.

4)成立
,

相应的 G 表立 , 一
习 尸

‘

/ p
‘一
习

。,尸, (Z p L + p , )
·

/ (p : + p j)
’

在 , 取 ‘U 的输出值时的值 ;

当打印出L
一

目工孙+l 时
,

表示条件(3
.

5) 成立
,

相应的G 表示 , 一
艺尽p

./(
p ‘+ ”‘。。

’

在 ‘取 W 的输出
f一 1

值的值
。

我们对 ” = 14
、

s 二 7 的一个第二标准型进行了计算
,

其中 刀
* = 7

,

刀
: = 1 2

,

刀
, 二 l

,

刀
‘= 1 3

,

刀
5 = 1 3

,

刀
6 ” 8

,

刀
, = 1 1

,

刀
。= 一 3

,

刀
, 二 一 5

,

刀
; 。= 一 7

,

刀
, , = 一 1 0

,

口
1 2 = 一 1

,

口
, 3 = 一 18

,

刀
i 。二 一 2 : p : = 2 1

,

P Z = 4 3
,

P 3 = 3 2
,

P一 = 1 7
,

P s = 1 0
,

P 6 = 1 0
,

P 7二 1 6
,

Ps = 1 6
,

P , 二 1 5
,

Pi o , 3 0
,

Pi、” 1 7
,

P I : = 1 5
,

p ; 3 = 2。
,

Pl
‘= 3

。

计算结果表明
,

当P》3
.

1 1 8 5 6时
,

准则 2的条件成立(即系统为绝对稳定)
.

当P《3
.

1 1 5 8 5

时
,

准则 2的条件不成立
.

而由 (3
.

7)式给出的充分条件为P) 4
.

19 5 8 5 9 ; 由 (2
.

3) 式所给出的不绝对稳定的

条件为P《1
.

22 0 1 2 3 7 (
_

匕述四个不等式允许等号成立的原因
,

是我们在计算时已经考虑了舍人 )
.

程序全文如
一

F
.

C A PR 0 G R A M U SE D T O T E ST T H E C0 N D IT IO N O F CR IT E R IO N 2

D IM E N S IO N B T (1 4 )
,

R O (1 4)
,

IV (8
,

1 2 8)
,

IU (8
,
1 2 8)

.

& K V (一2 5)
,

K U (1 2 5)

CO M MO N P
,

15
,

N

W R IT E (5
.

1)

1 FO R M A T (IX
, ‘

INPU T P
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控制系统第二标准型的绝对稳定性准则
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