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提 要

本文应用现代微分儿何的方法研究
t {e T a e B

型非完整力学系统
.

通过恰当地定义 叮e T a eB 型约

束 Pfa ff系统
,

给出了非完整力学系统的微分几何结构
,

从而将带有非完整约束的 L a g ra n ge 方程

表达为一种与坐标无关的不变形式
,

并且采用这个新观点讨论了约束的嵌入和非完整力学系 统 的

守恒定律等间题
,

得到了约束子流形上的 N oe th e r 型定理
.

一
、

引 言
·

现代微分几何学是 自然科学研究中的一 个强有力的
、

但又是高度抽象的数学工具
·

近年

来
,

从微分几何的观点
,

全局性地重新理解和认识力学
,

物理学等自然科学的基本理论 已经

得到人们的充分重视
〔‘一“’。

我们知道
,

现代微分几何学的起源和发展都与分析力学有着不解之缘
.

而在另一方面
,

描述 H a m il to n 系统的辛几何学” 〕所获得的极大成功又激发了数学物理中微分几 何方法的广

泛应用
.

但迄今为止
,

对于 一般的力学系统
,

特别是对于非完整力学系统的
“

几何化
”

研究

在文献中尚不多见
L4 一 7 1 ,

许多问题还有待于进 一步探讨和解决
.

本文以 L a g r a n g e 观点
,

在时间位形空间的 1 一

射流形上讨 论 HeT ae B 型非完 整 力 学 系

统
,

试图应用现代微分几何方法重新处理非完整力学系统的一些基本理论
,

从而将带有非完

整约束的 L a g r a n ge 方程表述为一 种与坐标无关的不变形式
,

并由此引伸出若干新结果
.

首先 (第二节 )
,

我们通过以一种内察的方式定义 H e T
ae

B 型约束系 统
,

建立了非完整

力学系统的微分几何结构
,

并且 由此导出了 L a g r a n g e 向量场的显式 ; 第三 节 利 用
‘
le T a e B

型约束系统的相伴模讨论了约束嵌入的问题
,

重新得到了约束嵌入形式的 Poi nc ar 亡方程‘吕〕;

在第四 节
,

我们把通过一类向量场生成完整力学系统的 N oe th e r 守恒量 的 方 法 〔“’推广到非

完整力学系统
,

从而获得 了约束子流形上的 N o e th e r 型定理 ; 最后
,

第五节计算 了 几 个实

例 以说明 Noe the r 型定理的应用
.

为了叙述上的方便
,

本文假定我们所考虑的所有流形 和 映 射 都 是 C 旧 的
,

并 且 采 用

E in st ei n
求和约定

,

即
一

对上下哑标表示关于该指标求和
.

此外
,

下述常用的记 号 我 们在

文中不再予以说明
:

郭仲衡推荐
。
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M
,

N
,

E
,
⋯

f
.

f }A

{j
‘

}

)
,

〔厂 (E )

F (萝 (M )

X (g (M )

有限维 C 闪 流形 ;

映射 f
:

M , N 的回退映射 ;

映射 f 在子集A〔M上的限制 ;

映射组
,

比如
,

指标“取1
,
⋯

,

fn:

向量丛 了:

E 一M 的 C 的截面 ;

流形 M 上的C ‘实值函数 ;

流形 M 上的C 伪 向量场 ;

0〔犷
.

(M )

八

d
、

L \

〔X
,

犷1

流形M上的C . 1 一形式 ;

外积 ;

内积 ;

外微分;

关于向量场 X 的 Li
e
导数 ;

向量场 X
,

y 的 Li
e
括号

.

二
、

非完整力学系统的微分几何结构

考虑一个 m 自由度的力学系统 才
,

其位形空间M 是
一

个 m 维 流 形
.

设 R 为实数 (时

间) 域
,

则时间位形空间 E 二R x M (作为平凡 丛 : :
E 、R) 的 卜射 流 形 Jl (E )

‘“ , ’”’就是

系统 才 的增广状态空间 (或时间状态空间)
.

1
一

射流形 Jl (E )上的接触形式和 C ar ta n 形式在后面的理论叙述中起着十 分 重 要 的 作

用
,

我们先简略地回顾一下它们的定义及其基本性质
〔“ , ‘。’.

将 埂R 考虑为 E 到 R 的
一

个函数
.

设 m 个 1
一

形式 扩〔劣气E ) (i二 1
,

⋯
,

m )满足条件
:

d t八。
,

八⋯八。‘铸 0 (2
.

1 )

那末
,

{dt ; 砂 }构成了 宪权E )的一组基
,

因此我们有

d。九二 一 C合
, d t八。j一 (C全

, 。‘

/ 2 )八。
J ,

(2
,

2 )

其 中 C合
J ,

C :
, 〔歹(E )(‘

,

j
,

舜= 1
,

⋯
,

。)
, _

且具有以下性质
:

必
, = 一 C ;

‘
(2

.

3 )

用 自然投影映射 : , , 。:
J
’

(E )。J0 (E )= E 把 少 以及 t 提升到 J
‘

(E )上
,

且以 相同的符号记

之
,

则在 J
’

(E )
_

七(2
.

2) 式仍然成立
.

(同样地
,

此时我们将函 数 C合
, ,

C令
, 〔夕 (J

’

(E ))视 为

E 上函数的提升
·

)

设 尹(刃
:

R 、 J‘(E )是截面 y :
R 、E 的一阶延 伸 (或 1一射 )

,

X , 1 、, ) = j
’

(? )以 d / dt )〔

劣(J
‘

(E ))是一阶延伸曲线 尹(刃的切向量场
,

则定义 J
’

(E )上的实值 函数 护(玄” 1
,

⋯
,

。)为

j
‘

(? )
釜刀‘= j

‘

(? )
爷
(X

, 1 、, 。
·

。‘) (, 〔厂(E )) (2
.

4 )

容易证明
,

J
‘

(E )上 Zm 十 l 个 卜形式 {dt ; 砂 ; d刀
‘

}构成了 劣权J
’

(E ))的一组基
.

出于 力学上

的考虑〔“
, ’“〕,

我们把这 组 墓 以 及 它 的 对 偶 基祠
: ,

X 。,

。‘三山
‘

} 分 别 称 为 箕气J
‘

(百 ))和

劣(Jl (E ))的 Poi n c ar “基
,

这与数学上的 C ar ta n 活动标架〔“’是
·

致的
.

根 据 对 偶 基的定

义
,

可以将 (2
.

2 )式改写为

〔。
。,

X , 〕= C合
, X 。; 〔X ‘ ,

X , 〕= C奢
, X 。

(2
.

5)

引入 J
‘

(E )上的接触形式

o
‘
= 。

‘
一。‘d t (i二 l

,

⋯
,

m ) (2
.

6 )

它们满足接触条件
:

j
‘

(甘)
关
0
‘
二 o (, 〔厂(l了)) (2

.

了)

且 称由{0‘}张成的 Pfaf f 系统 没二 S p a n{ 夕
‘

{i二 1
,

⋯
,

m 圣为 J
’

(E )
_

仁的接触系统
.

所谓关于函数 F〔呀(J
‘

(百 )) 的 C a r t a n 形式是指 J
’

(百 )
_

!几唯 一 的一个满足
一

厂述 条件 的

1 一形式日(F )
:
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i) 0 (F )一F d t〔厦

11) d日(F )〔劣
芳
(J

’
(E ))八发

这个定义是良义的
,

并且
,

由直接验算可得

O (F )二F d t + (a
‘F )口

‘

do (F )= (d (a
‘
F )一 (C合

‘
+ C今

‘叮,
)(白

*F )d才一 (X
‘
F )d t )/\口

‘

(2
.

sa
)

(2
、

sb )

(2
.

g a
)

一 (C全
‘
(。

、F )o
j八口‘)/ 2 (2

.

g b )

从 L a g r a n g e 观点来看
,

在位形空间 M 上的一个非完整力学 系 统 泌 由一组力学量(L
,

笼
,

尹)唯一地描写
‘”1 .

这里
,

L〔夕 (J
‘

(E ))为系统 滩 的 L a g r a n g e 函数 , 才〔厦 是 才 的力

形式
,

即存在广义力函 数 Q正歹 (J ‘
(E ))使 得 才 = 口尸

; 尹C 贾权J ‘
(E ))是 筋 的一个 (非

完整) 约束系统
,

它是 J
’

(E )上的一个
r 维 (

, < m )Pf af f 系统
.

我 们记才 = (M
,

乙
,

才
,

尹
,

)
.

R
.

H e r m a n n 对于一类特殊形式的 约 束 Pfa ff 系统 尹 = S p a
n{ 讨

, 。

尹
:

}(尹
,
〔义权E ))

研究了力学系统 才 的微分几何结构的问题 “
, “’,

这对应于经典理论的 阶线 性 约 束组
.

本

节我们把他的思想推广到一般的一阶约束组
,

关键是找出一 个适当形式的 约 束 Pfaf f 系统
.

D
.

G
.

B (E dl e n 曾经由数学的观点给出过
一

个推广形式
〔5 ’,

他认为 J
’

(E )上任 意 一个 Pf af f

系统都可 以作为力学系统 滩 的约束 Pf
a ff 系统

·

迄样
,

非完整力学系统 的运动轨 线就是一

个带乘子的作用 鼠泛函的极值曲线
〔5 〕,

从传统力学观点看来这是不尽恰当的
‘’“’.

如前所述
,

本文将致力于研究 耳e T
ae

B 型非完整力学系统 「“ ’.

这一类力学 系统 可 以用

微分几何的语言
“

内享地
”

定义
.

为此
,

我们先引入 C ar ta n 系统的概念
:

定义 1 设 {f
a

〔歹(J
’

(E )){a = l
,

⋯
, r < fn }是 J

‘

(E )上的一组函数
,

并且矩阵 ,
‘

f
“

〕具

有最大秩
, .

则称由 犷
个关于函数 fa 的 Car ta n 形式所张成的 Pfa ff 系统

尹 = S p a n {日(f
a

)la = 1
,

一
, r } (2

.

1 0 )

为由函数组{f
“

}生成的 Car ta n 系统
.

我们把 尹 的生成函数组仃
“

}记为夕(少 )
.

显然
,

根据这个定义
,

Car ta n 系统 尹 是 J
‘

(E )上的一个
r 维 Pf af f 系统

.

这 样
,

我们

就
一

可以方便地叙述为

定义 2 非完整力学系统笼 ~ (M
,

L
,

澎
,

尹)称为是 性e T ae B 型的
,

如果其中的约束 Pfa ff

系统 尹 是一个
: 维 (

: < m )Car ta n 系统
.

其中 尹 称为筋 的 耳eT ae
B 型约束 系统

,

尹 的生成

函数 fa 〔少(尹)称为 才 的约束函数
。

注记 1
。

如果 罗(尹)是一组 刃‘的线性函数
,

则容易验 证定义 2 与 R
.

H er m a n n 研究过的情形
L‘〕

是一

致的
。

2
’

我们可以根据 Fro be ni us 定 理以 三
定 义

:

叹e

Ta eB 型 约 束 系 统 尹 是完 整 的
,

如果 Pf af f系统 尹 在

Fr ob en iu
s

意义下是完全
一

可积的
.

不难证明
,

对于完整的
t工e T a e B

型约束系统
,

其生成函数组罗(尹)一 {f
“

I
a = ,

,

⋯
, r }必定是一组 。

;

的线性函数
.

这是因为 : 尹 在 Fro b e
川u s 意义下完全可积的充要条件为

d日(f
“

) A 日(f
‘

) A ⋯ A 日(f
r

)三 o (a = 1
,
⋯

, r

) (2
.

1 1 )

于是
,

我们恒有 a ‘a
,

了
‘

二。
.

3
’

如果给定 E 上的一组函数 {扩 (萝(E 》
,

那末我 陀可以根据 2
’

足义由{g
“

圣所生成的
1工e T a e B

型 约束系

统为 尹“ 二 S p an{ d (
: 苦 ,

.

昭
“

)}
.

自然
,

这是一个完整的约束系统
.

4
’

按通常的定义
,

如来 H e s s

矩阵〔口
‘口

,

L〕处处非异
,

则我们就说系统 才一 (M
,

L
,

才
,

尹)是止则的
.

在

本文中
,

找们只考虑正则的 任eT ae
。
型非完整力学系统

.
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下面
,

我们讨论如何刻化非完整力学系统的动力学特征
.

仿照完整力学系统的考虑
「。’。’,

我们给出以下的定义
:

·

定义3 设才二 (M
,

L
,

滩
,

尹)是一个
l
互e T a eB 型非完整力学系统

.

且设 g (L
,

筋 )为 完 整

力学系统 才
H = (M

,

L
,

沼)的动力学2 一

形式
,

即

口(L
,

才 )= d日(L )+ 才八d t (2
.

1 2 )

其中日(L )是关于 L a g ra
n
ge 函数 L 的 C ar ta n

形式
.

则称 J
‘

(君)
_

L 的
一

个 2
一

形式 甜(L
.

J
,

尹)是才的一个动力学2 一

形式
,

如果

口(L
,

滩
,

尹 )一口(L
,

滋 )〔尹八d t (2
.

13 )

定义 4 设 滩 = (M
,

L
,

刀
,

尹)
,

X : 〔义(J
’
(E ))

.

则 X : 称 为 粱 的 L ag
r a n ge 向 量 场

,

如果存在笼的一 个动力学2
一

形式口(L
,

才
,

尹 )使得

XL
·

口(L
,

才
,

尹 )二 0
.

X
:

·

d t二 1 , 曰

Y乙
.

尹二 0 (2
.

14 a 、

b
、 e
)

对于正规的力学系统 才
,

乡形式。(L
,

滩
,

尹 )是最大秩的
‘, , ,

故口(五
,

滩
,

尹)的特征丛

K e r口(L
,

笼
,

尹 )= 笼X 〔义(J
‘

(E 川 X
·

口(L
,

滩
,

尹 )= o } (2
.

2 5 )

是 J‘(E )上一线性平凡丛
。

因而 L ag
r a n ge 向量场 尤乙 就是系统才 的

“

单位
”

特征向量场
。

此外
,

利用(2
.

9b) 式将 (2
.

14 a) 式展开并取 d价(f= 1
,

⋯
,

m )的系数相等
,

我们得到

(口
‘口, L )(尤

乙
.

口,
)二 0

而 [。。。, L 〕处处非异
,

故有 X
:

·

0 , = 0 (j== i
,

⋯
,

m )

于是
,

我们就得到了 L a g r a n g e 向量场 X : 的
一

个重要性质
:

几
·

没 = 0 (2
.

16 )

这表明 L ag
r a n ge 向量场兀 是一个二阶微分方程

〔’〕,

根据这条性质和流形上分析的基本运算公式容 易求出 L a g r a n g e 向量场的显式
:

命题 1 向量场 X : 〔劣(J
’
(E ))是系统才 = (M

,

L
,

才
,

尹 )的 Lag
r a n g e 向量 场当且仅 当

X : = a ‘
+ 刀‘X ‘+

、
遭‘口

‘

(2
.

1 7 )

并且满足 卜列 Poi n car e 恒等式

L
二 :

(。
, L )一 (C乞

, + C冬
‘。,

)(口
。L )一 X ‘L = Q

‘+ 几
。

(。
‘
f

a

)
,

(i
,

j
,

庵= 1
,

一
,

。 ; a 二 z
,

⋯
, r
) (2

.

1 8 )

以及约束方程 f
。

二 o (a = 1
,

⋯
, r ) (2

.

1 , )

这里
,

{口
‘,

X ‘,

口‘}是泌 (J
’

(E ))的 P o in e a r 。基 ;
f

a

(夕(尹 )为滩的约束函数
; Q ‘〔歹(J

‘

(E ))

为泌的广义力函数 ; 几〔歹(J
’

(E ) )为 L a gr a n g ia n 乘子 ; 姓 J(夕 (J
’

(E ))给出了系统 滩的在经

典意义下的动力学方程
:

行
‘= 刀 ‘

(i == 1
,

⋯
,

m ) (2
.

2 0 )

我们看到
,

(2
.

1 7 )式就是经典理论 中 以 P o in e a r 亡
一 ‘
Je T a e B

变量
〔’‘, ‘“〕表 示 的 L a g r a n g e

乘子方程
。

三
、

约 束 的 嵌 入

本节讨论 吸e T
ae

B 型非完整力学系统的 L ag
r a n g e 向量场在约束子流形上的表示

.

设刀二 (M
,

L
,

滩
,

尹 )
.

定义系统J 的约束子流形为

N 二 {j
‘

(y )(t)〔J
‘

(E )Jt〔R
; v〔厂(E )

; j
,

(下)
计

尹二 o 少 (3
.

2 )

这是 J
‘

(君)的
一

个余维 r( 犷二 di m 尹 )子流形
.

记 i
:
刀、了

’

(百 )为包含映射
.
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再引入 Pfa ff 系统计尹的相伴模
:

矿(尹 )= {戈〔劣(N )IX
·

尹 = o } (3
.

2 )

它是 劣(N )的一个夕 (N )子模
.

设厂 ’
(尹 )是厂 (尹 )的对偶模

,

则简单的代数考虑表明
:

鲜
朴
(N )= 厂

补
(尹 )0 1爷(少 ) (3

.

3 )

这里
“

。
’

表示劣
,
(N )中两个的子模的直 积

.

若Pr
:

劣(N )、歹(尹 ) (或劣
,
(N )* 夕

,
(尹”

为投影映射
,

则对于任意给定的爬劣(N )和0〔劣叹N )
,

我们记 戈= p r
(X )

,

J= p r
(0 )

.

由于在非完整情形尹不是完全可积的
,

所以夕(尹 )对 于 Li
e 括号的运算是不封闭的

.

换

言之
,

犷(尹 )中的向量场并不构成劣(N )的
‘

L ie 子代数
.

根据定义
,

系统才的 L a g r a n g e 向量场瓜 与约束子流形 N 相切
,

因而 X : 的 积分曲线

与戈
: = 瓜 !N 的积分曲线是一致的

.

我们称 叉
: 为才的约束嵌入 L a g r a n g e 向量场

.

显然
,

叉正欣尹 )
.

我们希望进一步给出 戈
: 的显式表达

.

为此我们还需要以下的

定义 5 设才 = (M
,

L
,

才
,

尹)
,

则称 N 上的一个2 一

形式磊为
.

左的约束 嵌 入 动力学2
一

形

式
,

如果对于任意的X 〔劣(N )
,

叉
·

厕= x
·

i‘g (乙
,

才 ) (3
.

4 )

其中口(L
,

才 )由(2
.

1 1) 式给出
.

引理 1 卜述的 2
一

形式豆在 N 上唯
一

地存在
,

并且作为厂(尹 )上的双 线性映射
,

它具有

最大秩 2 (。 一
r ) + 1

。

只要注意到〔氏f
“

〕是最大秩的
,

这个引理容易通过 口(L
,

才 )和 尹 的表 达 式 (第三节)

加 以证明
.

我们略去这个证明的细节
.

据此
,

我们有以下的结论
:

命题 2 系统才= (M
,

L
,

才
,

尹 )的约束嵌入 L ag
r a n ge 向量场X : 由

戈
:

·

豆= o , 戈
:

·

d t= i (3
.

5 )

完全确定
,

其中甜是才的约束嵌入动力学 2
一

形式
.

证明 根据 (2
.

14 )式易知X : = 瓜 {N 由

X :
·

‘带口(L
,

才
,

尹 )〔i
关
少 , X :

·

d t= i

完全确定
.

而上式与(3
.

5 )式等价
,

因为戈
L

才 (尹 )
.

故命题得证
.

利用 (3
.

5 )式我们可以一般地写出约束嵌入 L a g r a n g e 向量场的显式
.

但在 这 里
,

我们

不失一般性地考虑一种重要的特殊情形
:

命题3 设才 = (M
,

L
,

才
,

尹 )
.

且设

夕(尹). {叮
“

一F
a

!F
a

〔夕(J
’

(E )); 。, F
“

= o ; a
,

口=
, + 1

,

⋯
,

m ; 。= m 一 r } (3
.

6 )

如果 X : = a
:
+ 刀.

X
:
+ 过

sa 。

(
。= 1

,

⋯
,

m )

是系统才的 L ag
r a n ge 向量场 (见命题 1)

,

那末约束嵌入 L ag ra
n
ge 向量场为

见
: = y 。+ , ‘Y ‘+ 刁 ‘a ‘ (i二 i

,

⋯
, ,
) (3

.

7 )

并且满足约束嵌入形式的 Pof nc ar 亡恒等式
‘8 ’

L, :

(a
,
二)一 (K台

‘+ K 今
‘。‘)(a

。
工)一Y ,

二一 (G 忿
‘ + G ;

, 。,

+ (a , C罗)刀
’
)(瓦万 = p ‘

(‘
,

j
,

k = 1
, ·

⋯ n ; a == n + i
,

⋯
,

m
,

) (3
.

8)

其中 元= i, L , 瓦Z = i,
(a

。

L ) (3
.

9 )

C兮= 日‘F
a

, P , = Q‘+ C了Q
。

(3
.

1 0 )

Y 。== 。. + (F
“
一 C丁刀夕)X

。 , Y , == 价 + C蓄X
。

(3
.

1 1)
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函数 K 言
, ,

K 牛
。 ,

G忿
‘,

G 了
‘
〔夕(N )由下式确定

:

证明

其中 t〔R
,

因为 Y
。,

[ Y
。,

Y ‘〕= K 合
‘V * + G 言‘X

口 ;

[ Y , ,

y ‘〕= K ;
‘y 。+ G 了

‘X
。

(3
.

1 2 a 、

b )

由(3
.

6 )式
,

包含映射 i
:

N o J
’

(E )定义为

i
:

(广
,

q
,

(勺
‘

)
‘一 , , 二 , 。

)。 (t
,

q
,

刀‘)
‘一 : ,

⋯
, 。
)

,

q〔M
, 刀

a

= F
a

(a 一
n + 1

,

⋯
,

m )
.

于是
,

y
。

·

i关尹二 0 ; Y ‘
·

i苦尹 = 0
.

Y
‘,

a ‘是线性无关的
,

则经维数分析可 知
:

{Y
。; Y

‘; a‘}构 成 厂(尹 )的 一组基
.

!

在这组基下表出即得 (3
.

7 )式
.

以下我们记 o
a

= i补 (。
a

一F
a

d t )
,

口‘二 i关口‘
,

则我们有

i苦日(刀
a

一F
a

)= i关 (。
a

一F
a

d t)一 C了(i
苦0‘)= 夕

“

一 C兮口
‘

匕式
,

经简单的计算得
.

1下
。 , , , 。 , , 、 , 、

二
‘

。 ,

1
二 厂‘

do 七= 一 (K 合
, + K 全

‘. j )d t八8‘一 二K粤
‘
o j八0‘一 d刀叭d t

2
一 了 ‘

(3
.

1 3 )

一X用将利

(3
.

1 4 )

且对于任意的 f〔夕(N )
,

有

df = (Y
。

f)d t+ (V
‘

f)。
‘+ (。

‘

f )d刀
‘

因为(i
关a‘)L 可以写成下述形式

:

是即 (i
朴a‘)L = i朴 (a

‘
L ) + C , i

朴

(a
a

L )

i釜 (a
‘L )= a ‘L 一C兮(a

a

L )

于是 i补日(L )= L d t + (a
‘L )0

‘+ (a
a

L )o
a

一C丁(a
a

L )8
“

= 日(L )
一

于(a
a

L )(口
a

一C , 0 )

根据定义 5
,

巧= d百万工) + 仄幼
.

(孙一 c 了砰一
心八少)+ i下万八dt

,

利用 (3
.

1 4 )和(3
.

15 )式展开上式
,

我们最后得到

刃= d (a
‘

乙)人0
‘一 (尤合

: + 兀 ;
‘刀,

)(a
、

云)d t /\0
‘一 (y

。
二)d t八口‘

一 (G 合‘ + G 罗
‘刀了) (a

o

L )d t八口
‘
一 (a

, C兮) (a
a

L )d叮j八0
‘

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

(3
.

1 7 )

l
, , , ‘ , _ 下

一
、

。
, 尹

: 二一于飞
、
。 ‘ . 门 ,

。 ⋯
, 1 :

一 五 气八 了八口* 乙 )十 行 丁
‘LJ

a

L ) )口
沙

脚
’

一 I ’‘a 了,
‘

\口
’

乙
(3

.

1 8 )

这样
,

将(3
.

7 )和(3
.

1 5) 两式代入(3
.

5) 式即可证明(3
.

8) 式成立
。

注记 显然地
,

利用(3
.

7)式可得 L又 a ‘
三〔X L ,

氏〕= 一 y
:

因此
,

根据流形上分析中熟知的关系式
:

L〔父 : , 。‘: = 〔L又
,

L , 。

〕
,

得 L又 :

(a
‘L )= a ‘

(L又
: L ) + (L又

: 口‘)L = 口‘(L又
: L )一 Y ‘L

将上式代入(3
.

8 )式
,

我们就得到 N ils o n 形式的 Po in e a r。恒等式 (参见〔1 5〕)
:

a‘(L , :

工)一 (K 淦
* + K {

* : ‘

)(a
*

工)一 ZY .

工一 (G 杀+ G 乳。‘ + (a
,

C犷)呵江)一 p .

(3
.

19 )

(3
.

2 0)

推论 设沼 = (M
,

L
,

才
,

尹 )
.

且设

尹 = S p a n {日(刀
0

) !
。 一。 十 1 ,

⋯
, , 卜

那末
,

约束嵌入 L a g r a n g e 向量场 X : 为
:

X : = a ‘
+ 叮‘X 。+ 刀‘口‘

,

(3
.

2 1)



叮。Ta
e 。
烈 {卜完整力学系统的微分 厂}何原理

日
.

满足恒等
_

浅
:

L戈 (a
‘
乙)一 (C占

‘
十 C乡

‘

) (口
台/ )一(C晶+ C ;

‘刀夕)(a
a

L )一犬
‘
儿二Q ‘

(3
.

2 2 )

特别地
,

若 尹二S p a n {0 幼
0

)卜是完整的
,

贝11

e :
‘= e二

‘
二 。 (3

.

2 5 )

因此
,

L a g r a n g e 向量场 (3
.

2 1 )满足以下的 P o in e a r 亡恒等式“ ‘, ’“’:

L叉
、

(a
‘L )一 (C台

‘+ C乡
‘刀,

)(a
o

L )一X ‘L = Q
‘

(3
.

2 4 )

证明 推论的前半部分是显然的
.

现证后半部分
:

由(2
.

9 a
)式得日(俨 )二。

“ .

因为 尹 是完整的
,

亦即 尹 在 F r o b e ni us 意义下 完全可积
,

那末由 F r o be ni us 定理可知
:

尹 在 F 上的相伴模

厂 ,
(少 )= S p a n {a

‘,

X : ,

⋯
,

X
,

}

是对合的
,

即 〔a
: ,

兀〕〔不
2 :

(尹 )
; 〔X , ,

X ‘〕〔犷 ,
(尹)

将上式与 (2
.

5) 式比较
,

我们看出有(3
.

2 3 )式成立
.

以 卜推论的后半部分是由 耳e T ae B 〔’2 」证明的
,

但他当时只考虑了〔a
。,

X
,

] 二 o 的情况
.

四
、

非完整力学系统的 N oe ther 型定理

著名的 N oe th e r 定理〔’。’是分析力学 中具有高度概括性的基本定理之一 近年来许 多 学

者在这一方面做了大量有益的工作
,

旨在建立各种类型的推广定理
,

并阐明不同方法之间的
‘

内在联系 (参见文献〔17
,

9 〕)
.

然而
,

对于非完整力学系统还未曾获得相应的一 般 性 结 果
·

这里
,

我们应用前两节所讨论的 L a g r a n g e 几何理论
,

将文献 〔们 中以一类向量场生成完 整

力学系统的首次积分的方法推广到非完整力学系统
,

有两个推广方案
.

一是从(2
.

17 )中解出
犷
个 L ag ra

n
ge

‘

乘子 几
,

然 后再代回(2
.

17 a) 中
,

从而把非完整力学系统 才 = (M
,

L
,

才
,

尹 )约化为一个以各个约束函数尸〔夕(少)作为特殊首
次积分的完整力学系统了= (M

,

L
,

万)
,

其中的力形式为灭= 才 + , ,
(氏户)0

‘ .

这样便可以直

接对系统才应用 已知的结论 〔“’。 以下是一个有兴趣的推论 (参见文献〔9 〕中的命题3
.

4 )
:

命题 4 设
.

介 (M
,

L
,

万)是一个非化非完整力学系统
.

如果z 〔觅(J, (E ))是关于万的

功力学 2
一

形式口(L
,

才 )对称的
,

即

L : 口(五
,

了)二 o
,

(4
.

x )

那末
,

对于每一个 fa 〔夕(尹 )
,

Lzf
“

是沼的一个首次积分
.

我们着重讨论另一种推广
,

这将导致约束子流形上的 N oe ther 型 定 理
。

延 用第三节的

记号
,

但为了简单起见
,

我们记
:

口= i关口(L
,

筋 )
,

0 (乙)二 i补日(L )
,

小二 i关滩 A d t

在非完整力学系统 滩 = (M
,

L
,

沼
,

尹)的约束子流形 N 上考虑问题
,

从方程(3
.

5 )出发
,

我们 可以应用文献〔9 〕的论证方法得出与之相平行的一系列结果
.

首先
,

我们有

命题 5 设只
,

戈
: 分别是系统 才二 (M

,

L
,

滩
,

尹 )的约束嵌入动力学2 一形式 和 L a g r a o g e

向量场
。

定义

厂= {犷〔夕(尹 ) !d( 扒瘾十川二 o
,

对于某个 p白‘
尹成立 } (4

.

2)

则 ‘〔夕(N )是才的一个 (局部 ) 首次积分
,

即

L云
上

G 二。 (4
.

3 )
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当且仅当存在一个向量场 犷〔夕使得

夕
.

厢= 改萝 (4
.

4 )

证明 首先应用性质 戈
L〔尸(尹 )

,

不难证明 (4
.

3 )式与

戈
: :刁若二 o (4

.

5 )

等价
.

这样
,

由7 的定义我们 知道
,

对于任意给定的 夕〔夕
,

存在某个 1
一

形式 p〔i,
尹 使得

d〔犷
·

口十川 = 。

根据 Po inc
a r e
引理

〔‘, ,

夕
·

口+ p 是局部恰当的
,

亦即存在一个函数 G 〔萝(N )使得

夕
.

口二 一 dG 一 p

在每一点的某个邻域上成立
.

考虑到 夕
·

口〔夕(尹)
,

p白 ,
(尹 )

,

就有d G 一 p = d丁
因此 叉

:
·

示歹= 叉
:

.

犷
.

刃二 0

“

仅当
”

部分是下述引理的一个直接推论
.

引理 2 定义一个 萝(N )模映射 。 :

夕(少)、厂
,

(尹 )为

a (戈)= 戈
·

厨 (4
.

6 )

那末 K e r a = Sp a n {X : } (4
.

7 )

xm 口 = {吞〔7
.
(少 )J戈

:
·

夕二 o } (4
.

8 )

证明 利用 完是 厂(尹)上最大秩的双线性映射
,

由简单的代数上的讨 i仑即可证明 (又见

〔9〕)
.

注记 与完整力学系统不同
.

在非完整情形
,

萨并不构成 g (N )的一个Li e 子 代数
,

同时一般也不会

在关于口的对称向量场 (参见命题 4 ) 的 L ie 导数下保持不变
.

命题 5 建立了一类向量场夕和才的所有首次积分之间的关系
.

如果夕〔夕
,

G 〔萝 (N )满

足关系 (4
.

4 )
,

则我们就说 G 是由犷所生成的首次积分 (或守恒量). 注意
,

向量 场 h叉
:
(h〔

歹 (N ))生成平凡的守恒量—
常数

.

下而
,

我们讨沦如何利用夕中的向量场来构造才的首次积分G 及其逆问 题
.

为此
,

我们

证明

命题 6 向量场 犷〔矿 当且仅当存在
一

个函数 g 〔夕(N )使得

L ? 日(L ) + Y
·

巾二 d夕 (4
.

9 )

并且由r 生成的守恒量为

G 二s 一夕
·

。(乙) (、
.

10 )

有时也称其为 N o et her 守恒量
.

证明 若 犷夕 给定
,

则由(3
.

4 )和扣
.

幻式知
,

存在唯一的一个 1
一

形式 p〔i‘尹 使得

d( 犷
·

口十 p )= 0

于是
,

从(2
.

1 2)式推出

L 了d日(L )+ d (Y
·

巾)+ dP二 0

再一次应用 Poi n ca r ‘引理我们就有
:

对于 N 上的某个函数 g,

L?日(L )+ Y
·

小 + p 二 d g (4
,

11 )

至少在局部成立
.

将这个关系式投影到夕
,
(尹 )上

,

即得(4
.

9)式
.

反之亦然
.

将(4
.

1 1 )式改写为 夕
·

d。(L )+ 夕
·

少十 p 二 d(g 一夕
·

。(L ”
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。
型非完整力学系统的微分几何原理 8弘

利用 (3
.

4) 式
,

上式成为 Y
·

口十 p = d( g 一Y
·

日(L ))
,

这就意味着
: Y

·

甜 = d( g 一Y
·

O (L ))

把上式与 (4
.

4 )式比较
,

并注意到 Y
·

日 (L )= 犷
·

曰(L ), 我们看出
,

在相差一个常数的意义

下
,

(4
.

10) 式就是 由Y生成的守恒量
.

证毕
.

现在假定系统才的约束函数取 (3
.

6) 式的形式
,

并延用命题 3 的记号
.

这时 厂 中的向量

场 犷可 以用 夕(尹 )的 P o in ea r。基 {y
。,

y ‘,

a‘}表出
:

Y = dF
。
+ 舀‘Y ‘+ 二‘口‘

,

(4
.

1 2 )

其中 d
,

扩
,

彭〔歹(N )利用 (3
.

17 )和(4
.

1 2 )式将 (4
.

的式展开
,

我们便得到厂的结 构 方 程
:

云(。
‘占) + (。

,
王)(口

‘雪j一。ja‘d )+ (瓦忑)(a
, C兮)(占

j一 , , d )= 口
‘g (4

.

13 a
)

L (Y
‘d ) + (日

, L )(Y
‘占, 一 n j

(Y
‘d ))+ (d

, a‘L )雪
j + (Y

,口‘L )古
j

+ (y
。。‘五)d一 ((尤台

‘+ 尤宁
‘。,

)(。
‘
五) + (G 名

‘+ G 了‘: ,
)百工))d

一 (口
ZL )(口

, C令)亡
j一P ‘d二Y ‘g (4

.

1 3 b )

五(F
。
d )+ (口

‘乙)(y
o

占‘一。
‘

(y
o
d ))+ (犷

。
L )j+ 摘江)(。

‘C亨), j亡
‘

+ ((K 台
‘+ K 令

.刀了)(e
*工

,

)+ (G 乞
‘+ G 了‘刀了)(a

o

L )+ Y 。乙+ P‘
)占

‘一刀J
((a

‘a , L )乙
‘

+ (y
. a , L )占

‘+ (Y
o a , L )d )二 Y o g (‘

,

j
,

掩二 1
,

⋯
, n ; a = n + 1

,

⋯
,

。) (4
.

13 e
)

而
,

由I句量场 (4
.

1 2 )生成的 N o e th e r 守恒量为

G = g 一 L占+ (a
‘L )(舀

‘一刀‘j ) (4
.

1 4 )

因此
,

若对于某一个函数 g 〔歹 (N )结构方程(4. 13 )有解诬d
,

夕
,

夕}
,

那 未 我 们便找出了系统

才的一个首次积分 (4
.

1 4 )
.

我们注意到在 (4
.

1 4 )式中 夕并不出现
,

这决非是偶然的
.

事实 上
,

夕将 由 6 和 梦完全

确定
.

因为由豆
,

戈
: 和 犷的定义易知

,

向量场犷满足下列关系式
:

〔夕
,

叉门
·

盈= 夕
·

d( 见
:

·

。 )一戈
:

·

d (犷
·

瘾)一戈
二

·

夕刁币 (4
.

15 )

注意到

〔犷
,

叉
: 〕二 (犷矛一叉砖

‘

)a
‘一 (戈

: d )Y
。
+ (夕一叉

: 梦)

一 (K 合
‘+ K 华

‘刀,
)(盆

‘一 刀‘d )Y
。

(4
.

16 )

并利用(3
.

2 0) 式展开 (4
.

15 )式
,

取 d护 的系数相等
,

我们得到 夕所满足的关系式
:

(a
, a ‘二)一 (a

, C了)(瓦工)g
“= (a , 尸一 (a

JC了)Q
。

)(占
‘一 。‘d )

+ (a
ja‘工一 (a

, e 了)(百二乙万(叉
: d一。“(叉

: 占)+ (尤台
‘+ 兀宁

‘。‘)(互
‘
一。‘d )

(4
.

17 )

我们指出
,

在 (4
.

15 ) 式的右端前两项中并不含 d护
,

这是因为 戈
;

·

磊
,

夕
·

。 一 dG 曰 , 尹
,

其中G 是由Y生成的守恒量
。

反之
,

根据命题 5
,

对于任意给定的 刀 的首次积分 G 〔歹 (N )
,

存在一个向量场(4
.

1 2 )

使得 (4
.

4 )式成立
.

应用 (3
.

15) 式展开(4
.

4 )式
,

取 d了 的系数相等
,

得

(a
, a‘L 一 (a

, C了)(a
a

L ))(省
‘一刀‘乙)= 一 a , G (4

.

1 5 )

如果逆矩阵 [ g ‘勺= 〔a ja‘乙一 (a
, C了)(a

o

L )」
一 ’

存在
,

则由(4
.

1 4 )
,

(4
.

1 7 )和(4
.

1 5 )式
,

向量场

Y〔V 由下列关系式给定
:

己二 L
一 ‘
(g 一 G 一 (a

‘五)g
‘j
(a

JG )); 占
兔二刀八d 一 g 昆j (a

jG ) (4
.

i g a 、

b )

护= X : 咨兔一 。为(X
: j) + (K 合

‘+ K 宁
‘刀J + 夕自j(a

, P‘一 (a
, C了)Q

。

))(若
‘一 刀‘占) (4

.

1 9 e
)

注意
,

在这里 g 〔歹(N )是一个任意函数
,

所以 占是可以 任意选取的
.

事实上
,

若 犷才
,

则
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对于任意的函数 h〔歹 (N )有 犷+ h叉
: 〔夕

,

并且向量场 夕和 夕+ h见
: 生 成同 个首次积分G

(仅相差一个常数 ) 【“’.

进一步地
,

我们还有一个等价性命题
,

它的表述和证明都与文献〔9 〕中对于完整力学系

统给出的等价命题类似
.

命题 7 设 犷『 (尹)由(4
.

1 2) 给出
,

则 夕满足 (4
.

的式当且仅当 夕满 足 下 列 条 件
:

i ) ”‘
·

(L厂。(L )一 d、)一 0 ; ‘一 ‘
,

一
” ,

(4
.

2 0 a
)

11 ) 戈
:

·

d (a一r
·

。(五)) 二 o ;
(、

.

Zob )

111) 由(4
.

1 2 )式定义的函数 乙‘满足 (4
.

2 7 )式
.

把(4
.

20 )式展开便得到所谓的 K ill in g 型方程
:

五(a
‘
乙) + (a

jL )(a
‘占夕一斤j (a

:乃))+ (a
a

L )(a
‘C丁)(占

‘
一 斤‘j)二。

‘g , (4
.

2 1a )

L (Y
。
乙+ 刀

‘

(Y
‘6 )) + (y

。
L )己+ (Y

‘L )占
‘

+ (a
‘L )(Y

。

上‘+ 刀,
(Y

,占‘)一 叮
‘
(Y

o
d )一刀

‘刀j(Y , d )+ ((K 台
‘

一

十K 令
: 刀了)(a

. 乙)

+ (G 孟
。+ G 了

‘叮‘)(a
o

L ))(占
‘一粉‘d )+ P ‘

(互
‘一刀

‘
占)二Y

。g + 刀‘(Y
‘刀) (4

.

2 1 b )

这组方程连同(4
.

17 )式与结构方程 (4
.

13 )等价
.

K ill in g 型方程(4
.

2 1) 也可以 由不变变分原理导出
.

这个原理来源于 E
.

N oe th e r 对这一

课题的早期研究
.

因此我们有理由将上述结果称之为 N o e th e r 型定理
.

三个特款
:

1
‘

对于完整有势的力学系统 才H 二 (M
,

L )
,

我们有

心
‘一 此

‘;

斌一 幼
‘;

鱿 一以 = c 厂一 。; 尸
;

一 。
.

此时(4
.

2 1 )式就退化为文献[ 8 〕中以 P o i n e a r e一叮e T a e 。

群变量表示 的 K illi: g 方程
.

2
’

设万刀 = (M
,

L
,

才)是一个完整力学系统
,

它的力形式才不是闭的
,

即 d才沪。
,

并 且取穿 (J
’

(E ))的

~ 组 (局部) 自然基 {口
, ,

日、
, ,

日J、} (t(R
,

g (M )
,

它们满足下述关系
:

[口
,

,

子、
:

] = 0
,

[口
。‘,

口。, ] = o
,

这样
,

我们的结果就与文献〔9 〕中的结论一致
.

3
’

若系统 才二 (M
,

L
,

才
.

尹)的
工Ie T a e 。

型约束系统 为少二 S p a n 魂O (俨) {a = n + 1
,

⋯
,

m } (参见推

论 1 )
,

州
一

且【行
, ,

X
:

〕= 。
,

Q
:
二 。

,

则
一

可以将 (4
.

2 1) 式化为文献【1幻中以准速度表示的 K il lin g 方程
.

五
、

N oe the r型定理的若干应用实例

例 1
、

非完整力学系统的能量积分
.

考虑一个非完整力学系统 才 ~ (M
,

L
,

才
,

尹 )
, ’

已

满足下述条件
:

( i ) 系统 滩 的 L a g r a n g e 函数 L 不显含时间 勺

( 11 ) 如果有非有势力 Q
,

(
s = 1

,

⋯ m )存在
,

则都是陀螺力 ,

(iii ) 所有的约束函数 户= 护 一F
a

(少(尹 )都是 护 的一次齐次函数
:

(iv ) 所有的系数 C丢。 均为零
.

是即
,

我们有

a .
L 二 o ,

Q
s刀

“

二 o , (口
一

f
a

)刀
,

= f
‘ ; 〔口

‘,

X
。

」二 o (
: 二 z

,

⋯
,

。 , a = n + 1
,

⋯
,

m ) (5 一 )

由此可得 氏五= (瓦幼 (氏F
。

); K 扒= o ; G 朴= 氏c 了;

F
a

= C丁刀
‘; (a

‘
C了)刀

j二 0 ; P
‘叮‘= 0 (‘

,

j
,

怠二 1
,

⋯
, n 二。一 r ; a = n + 1

,

⋯
,

。 )

于是
,

对于函数 g = 0 ,

K illin g 方程(4
.

2 1 )有解
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d 二 1 ; 占
‘
= O (玄~ 1

,

⋯
, n
)

将此解代入(4
.

1 4 )式
,

得到系统滩的能量积分
:

G = 去一 (a
‘[ )刀

‘= e o n st
.

(5
.

2 )

例 2
、

广义的动量守恒定律
.

设非完整力学系统 滩 = (M
,

L
,

沼
,

尹 )的 任eT ae B 型 Pfa ff

约束系统 尹 = S p a n {日物
a

) {a 二 n + 1 ,

⋯
, m }

,

系统 滩 的 L a g r a n g e 函 数 为 L = 夕。 。刀a刀合/ 2

(ga
b〔夕 (E )

, a ,

b ~ 1 ,

⋯
, 。)

.

如果系统 才 具有广义的动量积分
:

G = 劝
‘

(a
‘

L )= 砂
‘夕: ,刀,

(f
,

j= 1
,

⋯
, 。
) (5

.

3 )

其中 脚‘〔夕(E )
,

贝}J由(4
.

1 9 )式得

己= L
一 ‘g ; 占‘= L g 刀‘一势‘

,

(5
.

4 )

且 立‘ 由(4
,

1 9 e
)代确定

.

将 (5
.

4 )式代入 K illin g 方程(4
.

2 1 )
,

贝,J(4
.

2 o a
)式成为恒等 式

,

注

意到在本例中
:

K 台
‘
= C台

‘, K 少
‘二 C宁

‘; G 名
‘
= C言

‘, G 梦‘= C了‘;

Y 。= 。
。; y ‘= X ‘; p ‘= Q ‘; C了二 o ,

于是
,

(4
.

2 0 b )式成为

g ‘J刀,
(口

:

劝
‘+ 。

·

(X 砂
‘

))+ (C 告
‘+ C {

‘刀J
)夕

。‘叮‘劝‘

+ (C后
‘+ C了‘刀j

)g
a :刀‘p

‘+ Q
‘

劝
‘
二 0

.

(5
.

5 )

由命题5一 7知
,

(5
.

5 )式是系统滩具有广义的动量积分(5
.

3) 的充要条件
.

例 3
、

质点系关于动轴的动量矩守恒定理 〔“。3 .

考虑一个约化非完整力学系统 才 = (R3 气

L
,

滩 )
,

其 L a g r a n g e 函数为乙= (乙 。‘护‘
·

r‘)/2
,

并作用有外力 F‘
(其中包括约束力 )

.

这里
,

‘. 1

r‘~ (, ‘ ,

夕‘
, z ‘

)是 R
3

中的矢量
,

m ‘均为常数
,

(
’

)二 d ( )/ d t

假定
。(t) 是 Ra 中基 于某动点 A (t) 的 一个活动单位矢量

.

则根据命题 6 和 K il h n g 型方

程(4
.

2 1 )
:

由

d = 0 ; 仁
‘
二 (

r‘一 r ,
) x e

,

所确定的向量场

y 一“

吴
十 夕

·

霹
‘ + 梦界

生成首次积分

、
、

aL
行 一 a r ‘ ’

以 r
’

一 r A ) X e ) (5
.

6 )

当
_

巨仅当矢
卜

量 e(t)满足 下列条件

:六
·

暴((r
!
一 『·

, X , , + 「
‘

·

“
r ‘一 『·

’‘ ”一 O

(5
.

7 )

户
,

aL

记入 “ 台
ar‘ ~ 二 m ‘r‘为才的动量 ; H

,
~ 万 (r‘一 r ,

) x 一 艺 (
. ‘一 r月 ) x m ‘r‘为才对功

点 A (t )的动量矩
; M

,
二 乙 (

r‘一 r ,

) x F‘为各外力对点 A (t )合力矩
,

那末就 可 将 (5
.

6 ) 和
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(5
.

7 ) 式改写为
:

G = H ,
·

e (5
.

5 )

K
·

(r
, x e )+ H ,

·

‘+ M
,

·

e = o (5
.

9 )

这在物理上意味着
:

系统笼对于动轴 e( 约的动量矩是笼的运动积分当且仅当 (5
.

的 式 成立
.

类似地
,

不难导出关于动轴的动量守恒定理 (见〔2 0 〕)

例 4
、

冰撬的简单问题
.

设一力学系统的 L ag
r a n ge 函数为

L 二 。(分
2
+ 夕

2
+ k

Z

价
2

)/ 2 (5
.

10 )

非完整约束函数为

f = 分sin 甲一珍
e o s甲,

(5
.

1 1 )

其中 (二
,

助〔R
么, 切〔Sl

,

且 。
,

寿为两个常数
.

则该系统的动力学 2
一

形式 g = 日(L
,

滩
,

尹 )成

为

口二 m d分八 (d
x 一 分d t ) + m d夕A (d , 一扮d t )+ 。左

Z
d价A (d甲一沪d t)

+ 之sin 甲(d% 一分d t )A d t一 几e o s切(d , 一妙d t )A d t

容易求出 L a g r a n g e 乘子 几为

之= 一 m 沪(分
e o s甲+ 夕

sin 甲 )
.

因此
,

我们有

L。, 口= 一 d (m k
Z
d沪)= 0

即 。, 是口的对称向量场
。

于是
,

根据命题 4
,

口,

生成
~ 一

个新的首次积分
:

L 。,
f二分

e o s尹 + 珍
sin 甲 = e o n st (5

.

1 2 )

例 5
、

A p p d l的例子 〔“’.

设一 力学系统的 L a g r a n ge 函数为

L = m (穷
2 + 夕

z + 云么)/ 2 一。9 2 (5
.

1 3 )

非完整约束为
r一 * 一 a

(*
“
+ 。

,

)士 (5
.

a4 )

其中(二
, 夕, :

)〔R
3 , m

, a , g 为常数
.

今取

刀: = 玄; 冲:
= 夕; 叮3 = 泛;

(为方便起见我们把上指标写成下活旨标 )
.

那末
,

相应的 Poi n ca r。基成为

a : ; X , = a
二 ; X

:
= a , ; X

3
= 口

: ;

口l = 0 ; ; a : = 口; ; 口3“口乞
。

根据(3
.

9 )~ (3
.

1 2 )式我们有

: 。
= F = 。

(。圣+ 。孟)告
,

e : 一。:F 一。。,
(。: + 。; )

一

气
e ; 一。: 厂= 。。:

(。: + 。; )
一

去; y
。
一。

‘,

y , 一万: + 。, 又(。: + 。; )去尤
。二。

二
+ 。。,

(: : + 。; )
一

女a
: ,

_ 走 _ 1

y
Z
二X

Z
+ a 刀2

(刀l+ 刀; )
万X

3
= a , + a刀:

(刀l+ 玲; )
一

至a
: ;

五二。(
。‘+ i )(。; + 。; )/卜

。:、: ,

石江已 。尸二。。(。卜 : ; )
一

去

a IL = 。(
a 么+ 1 )刀

1 ; 。:
L = 。(

a 么+ i )刀
2 ,

a : e 贾一。, ; (。: + 。孟)
一

警
, a Z

e 孟一 。。望(。全+ 。孟)
一

鲁
,

名

。Z
C宝二 己: C ; 二 一 a 刀;刀2

(叮: + 刀; )
一
2
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Y l
乙二一 m o a。:

(, 璧+ 。羞)
一

盖
,

y
Z

二== 一 m o a。:
(。: + 。; )

一

去

K 名
‘“K 季

‘二 K 艺‘= 吞贯
‘= o (‘

,

j
,

寿二1
,

2 ; a ~ 3 )

将上述各式代入 K ill in g 型方程(4
.

21 )
,

且令 d ~ 0
,

得到

m a么刀2
(刀: + 刀 ; )

一 ’

(刀
2

占: 一刀;占
2

)+ 。(
a Z

+ i )(刀
,
(a

l占; )+ 刀2

(。
,占: ))= 。, g (5

.

1 5 a
)

川a Z : ,
(: ; + 。; )

一 ‘

(:
,咨

2
一。:言: )+ 切(

a Z
+ 1 )(:

,
(a

:占1 )+ 。
2

(。
2

舀2 ))= a Zg (5
.

1 5 b )

。g 。 (: ; + : ; )
一

去(。
,占1 + 。2雪

2

)一
。‘。一。: (y

: a )一 : :
(y

Z。) (5
.

1 5 e
)

客易验证
,

对于函数 g ~ 刀1呱
‘

方程 (5
.

1 5) 有解
:

占1 = 一刀百
‘; 舀

:
二刀1刀了

么

于是
,

由(4
.

1 4) 式得首次积分
:

G = g 一。(
a + z )(刀

,占, + 。:

雪: )= 冲
;刀百

’

即

刀2
二 e 刀、 (5

.

1 6 )

其中
c 是一个常数

另外
,

根据例一
,

此系统还有能量积分
:

m (
a 么+ 1 )(刀l+ 冲孟)/ 2 + m 那 = e o n st (5

.

1 7 )

大样
,

从上述两个首次积分(5
.

1 6 )和(5
.

1 7 )即可得到此系统的运动轨线
L“’:

(
。:

+ 1 )去(卜
二。)=

。一 ,

(
。2

+ 1 )去(, 一 。。)一
。一(

: 一 : 。

) (5
、

1 8 )

其中 凡
,

y0
, : 。

是 系统在 t二 0 时的位置坐标
.
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