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摘 要

我们考虑二阶椭圆方程的第一边值问题及奇妙族矩形元
.

文〔2
,

3
,

幻证明了有限元解的梯度

在高斯点具有超收敛性
.

本文假定椭圆方程的系数在有界区域口中曲线S上有第一类间断
,

在此意义下推广了文 〔2
,
3

,

幻
.

一
、

问题叙述和记号

我们考虑D ir ie hle t问题
:

一 (
a‘ + bu ,

)
二
一 (加

二
+ c 。,

)
, + g 。= f 在习中

u “ O 在 a口上

其中日是边界平行于坐标轴的矩形区焦 a口是它的边界
.

设S 是 口 中的分段光滑曲线
,

习分成两部分目
:和口 : 。

(1
.

1 )

(1
.

2 )

它把

与 (1
.

1 ) 和 (1
.

2) 相关联的双线性泛函是

: (
“ , 。

)二 {{
_

(
。。二v 二 + 。(

。二v , + 。, v 二

)+
e u , v ,

+ 。。v
)d 二d 。

J J 甘

(1
.

3 )

我们假定
:

i)
a ,

b 和 c 任砰品(口
‘
) (i二 1

, 2 )而且它们在 S上有第一类间断
。

11) Q〔L 、 (习)
, q》 0 ,

f 〔L
:

(二)
。

111)
。, lj。lj, ( I

。
I簇

c Z

ll“11: 对任意
。〔户

‘

(日)

其中 !
u
}= [ B (

u , 。
)〕十

iv )
“在幻:和口: 内满足方程 (1

.

1) 和 (1
.

2 )
,

且在 间断线上有
:

(1
.

4 )

(
a “二 + bu ,

)
e o s

(
, ,
二)+ (b“

二
+ e u ,

)
e o s

(
n ,

g )

其中S
一

和S
+

分别表示 间断线S的两侧
.

对任意 口
,

C 口
,

班牛(口勺(1( 夕( 。) 表示索伯列夫空间
,

其模和半模记为
:

l
“一。

, , , 。 ,

二 乙 一l刀
。“一!:

·厂。 / )

la l( 左

!
。
}
。, , , 。 尹

二 乙 !!刀
·。一}: ‘。 厂。

(k = 0 , 1 , 2 ,
⋯

l
a
}” 九

我们简记 牙全(口
‘

) = 万
介
(幻

‘

)
; }!

u !!、
, : , 。 ,

二 ll
u
!}
。, 。 , ,

当 口
‘
= 口时下标日

‘
一

可以省去 ; 记号D
a。 表

.

李颧推荐
。
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示对。
求所有的 }川阶偏导数

.

户
‘
(。)表示H

’

(。)中边界为。的函数全体
.

问题 (1
.

1) 和 (1
.

2) 的弱解是空间户
,
(。)中的函数

,

它满足

其中

B (
u ,

(f
,

。
)= (f

,

。
)= ff

J J 口

v) 对任意
。〔户

,
(。) (1

.

5 )

加礴
二
内

用平行于坐标轴的直线族%二为和, = 功 (‘= 0 , 1 ,
⋯

,

N ; , j= 。,
l

,

⋯
,

N 户 把区域

口划为有限数M 二N l x N 么
个小矩形

.

我们将只考虑 S 与这些剖分线的一部分重合的情形
·

任

意一个矩形记为
e , (j== 1

,

2
,

⋯
,

M ); h, = (二
, 十 : 一 二,

)/ 2 ; k , = (夕介
:一 v ,

)/ 2
; h= m a x

(h户
‘;

o簇j《 N , 一 i , o( ‘( N : 一 i) 显然 M = O (h
一“
)

. e , 的形心记为 T , 二 (牙, ,
万, )

, p , 二人声了
‘;

假定p ) p , ) p
一 ‘其中p为一个正常数

.

节点集记为
:

T 二 {(%
‘ , ,

) , i= 0
,

1
,
⋯

,

N l ; j二 0 ,
1

,
一

,

N
z

}

在以上假定下矩形元在Ci ar le t一R av ia r t 〔4〕的意义下正规
.

我们考虑 片
’

(。)中两种连续有限元
.

设 尸
:

是由矩形 四个角点上所给值确定的不完全二

阶多项式或称双一次多项式 ; 尸
3

是由矩形的四个角点及四边中点所给八个值确定的不完全三

次多项式
.

设 S 。为 c0 (厢)的子空间
:

它的任意元素
。。〔S ,

在每个单元上是 尸。 (。 = 2
,

3)

多项式
。

有限元解
“、〔5 . 由下式定义

:

B (
。。, 。。

)= (j
, 。。

) 对任意。。〔S 。 (1
.

6 )

由〔4 〕
,

离散误差“一“。
有下面的估记

:

卜一
。。
}}
、
《

ch‘
一’}}

“
l
。 + ,

(1
.

7 )

一般说来
,

(1
.

7 )是最好的收敛阶
.

我们记G 。为 尸。的高斯点的集合
,

以后将看到 G 。 即

题目中说到的应力佳点集合
.

近似解
“。的超收敛性质或应力佳点性质将在这些点得到

‘。’.

我们引进映射
:

二”戈 (君
, 刀)二牙, + h, 叠; y = , (叠

, 刀)== 歹
, + 寿, . (1

.

8 )

映射将 e , 一一映到正方形K = 〔一 1 , 1 〕又 [ 一 1 , 1〕上
.

逆映射为
:

x 一了了

h ,

夕一夕I

寿, (1
.

9 )

函数。、任S 。在勺上具有下列表示
:

。。
(二

, 夕)=
v 。

(占
, 。) = 乙

。。 , 。N ‘
(君

, 粉)

其中v 。 , ‘是汽在单元的四或八个节点上的值
.

函数N ‘
(雪

,

的将在下节详细论叙
.

下列记号将在文章中用到
:

容易看出

a , = 叩丁
‘; c , = p jc ; g , 二 k , h, g

<·
, ·>一I::I;;

:

一
+ “‘·、一 +

一, +

一
+ “, 二五““d

“

卜1
。 ,

二 刚 <叭 “>
。 , ·

}
v }1

,
。

簇 c
1
0
1
。

(1
.

1 0 )

二
、

形心坐标的性质[ 6]
,

[ 7〕

不失一般性
,

我们在K 二 仁一 l , 1〕x 〔一 1 ,

l」上考虑两种逼近多项式 (尸武。= 2 , 3 ))
.

对
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尸: 来说
,

在节点 (a
,

刀)处对应的形函数如下
〔“’:

N 止丢
’
= (1 + a 雪)(1 + 刀刀)/ 4 a ,

刀= 士1

对尸
:

来说
:

f(1 + (Zg )(1 + 刀刀)(
a雪+ 刀斤一 1 )/ 4

N 孟芸
’
= 弓(1 + a占)(1一 刀

z

)/ 2

以1 + 卢刀)(1 一夸
乙

)/ 2

记
:

I。二 {(f
,

j)
; 0簇‘

,

j簇。 , ‘+ j簇m }则有
:

(2
.

1 )

a
,

刀

a 二二二

= 士1

士1 , 刀二 o (2
.

2 )

a = 0 ; 刀= 士1

乙 万奋万
, 。‘
刀
‘= 占

‘, ,
(s

,

z)任了
.

(
a ,

刀)
(2

.

3 )

对任意
v 。任S 。我们有

:

v , = 乙
。、

(a
,

刀)万孟窗
(a

‘

B )

= 乙
a ‘擂‘御

(f
.

了) (I
。

对任意 (x
,

梦)〔
e ,

(2
.

4 )

为简单起见
,

我们在K 的八个节点顺次编号如图所示
;

对m = 2
,

我们有下列关系式
:

a 。。= (
v ; + v : + 。:

+ 。‘

)/ 4 ; a 。: == (
v : 一 v :

+ v 3
一 v ‘

)/ 4

a : 。= (
v : + 。2

一 v 。一 v ‘

)/ 4 , a : , = (
。 :一 v : 一 。: + 。‘

)/ 4

任何两节点值之差
v , 一晰是a1 。; a o l和a ll 的线性组合

:

v : 一 v : 二 2 (a
。: + a , :

), v 3一 。‘= 2 (a
。: 一 a : ;

)
v :
一 v 3

= 2 (a
: 。一 a 。:

), 。: 一。‘= 2 (a
: 。+ a 。: )

对m = 3我们有
:

a : 。; a : : 二 (d
Zv ,

士d
Z。。

)/ 4
, a 。: ; a : : = (d

, 。。士j
么v 。

)/ 4

其中d
Zv ,

= (
v ; 一 Zv : + v 。

)/ 2
; d

名。 。,
d

Zv 。和 d
名v。
类似定义

·

对于协 = 2
, 3显然有

:

}
。
! :

。
一
!{

_

(v ; + 。 ; )、匆一 {
’

!
’

.

(vi
+ 。

:)d 纳、
_

E
。 :

J J 匕 ‘ J
一

I J 一 l : + 夕, 0

(2
.

5)

其中
v = v 。〔S二 由此我们有下面的

:

引理 若 v 任S 。
,

则在任何单元e, 上有
:

乙 a ‘, ( 。
!
。
l
。 ,

(2
.

6 )
‘+ j勺 O

lll a X

(
x

.

粉)〔
e ,

(}
v ; I+ I

v ,
!)簇

c
}
v
}
: , 。 ,

(2
.

7 )

}
v , 一 v 。

1簇
c
{
。
!
: , 。 : ;

!d
Zv ,

l(
c
{
v
l
: , 。, ;

P
, g

:

P= 5
-

假定 (1
.

1) 和 (1
.

2) 的解
“〔H 耐

’
(g )

,

解
。屯万“

’

(。)但
。任万

· + ‘

(。
:
U。

:
)自户

,

(。);

行插值
。

由 (2
.

3 ) 和 (2
.

4 ) 我们有
:

u一 u , = u 价 + R .

其中
“, 表示“的尸. 插值函数 ;

二

1
, 2 , 3 , 4 及 m = 2 (2

.

8 )

6
, 7 , s 及 m = 3 (2

.

9 )

由索伯列夫嵌入定理 〔‘’“〔C “ 一 ’
(夏)

〔’“.

如果

则对m = 2和 3总有
“〔C

。

(厨)
.

因此可以对
u进

(2
.

1 0 )

俨 二 L ,
(占)

u

姿,
, + L . (。)

u

钾
, ; “

界
口琳“

口刀侣
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而一阶偏导数简记 为 处和 “, ; “

钾
) 简记为“,

“’

;

L 。 (; )一 君
.

(:一 : 。一)

瓜一 ):
(工曰妙 兄
川

N
a , 〔(

a 一占)a ; + (刀一刀”
, 〕, 十 ’u a

, d t

其 中 u 。 ,
, = u

“+ (a 一占)t
,

容易看出
:

(a
,

刀)

刀+ (刀一刀)t );
一

口:和a ,
表示偏导数算子

.

llu” }!, 镇 ch‘
一 j
Il
u
}I
。 十 1 ; IIR o l{j( eh“

十 ‘一 j }}u !1
. 十 ,

(j= 0
, 1 ) (2

.

1 1 )

三
、

主 要 结 果

引理3
.

1 设 u是以下方程的弱解
:

一 (a “
二

)
二
一 (b“

,
)

, + q u = f 在口中

日= 口,
U口

:
U S ; “== o

,

在S上 ; S在剖分线上
, u 〔H "t + ‘

(口
‘
)(‘二

IB (
u 一 u z , v

) }(
c h,

}
v
!
·

}}
u
l
. 十 , ,

D泪 。,

对任意
v 〔S 。

证 由 (2
.

1 0) 有
:

B (
u一 u l , v

)== (“仇
, v )。

1日口:
+ <R

协 , v )口
,

U 。
:

对任意
v 〔S 。成立

.

由 (2
.

1 1 ) 有
:

】(R
。 , v >口

, 日日 :

}簇
c h仍 1

v
IJl

u }}
。 十 : ,

习, 日日:

对玄二 1
,

2
:

(3
.

1 )

l
,

2)
,

则我们有
:

(3
.

2 )

(3
.

3 )

<u 。 , 。>。
、
一 乙 {

,
_

{
‘

_

: a , “
:
v ; + 。, u : 。

,
+ 。, u 。。〕、、J。

9 1门e , J 一 I J 一 l

= 乙
1《j《M

(
‘吞

, + ‘:
,
+ ‘: )

的估计是显然的
:

几

记
:

〔u」
。,

=

。

恿
,

{〔
,

{:
1 。,

一
“““”

l
《

·“‘ ,
·

,二 ,,
· ,,

。

一
日一

。 ,

‘,D
。·

,
“
+ ,D

。 ‘ ’·
!
“

, d X d y

」
‘

(3
.

4 )二�日日
丁里乙j

并注意 }
a ,
引( ch 的事实

,

则由分部积分可得
:

‘:卜}{〔
,

一〔L 。
(“)

·:
一

+ L 。
‘。,一 〕

}{
, d , 一

J{
;

{{
:一。

一
“““。一

J{
:

{!
: · : :

一:
·

“‘“,

{
(

1{{
:

!!
,L 。
‘“,

一
: 2
“““。

1
+ ·

{{
:

{{
:
( }。一 }+ },

·
、) ‘:、。

当。二 2时
、

最后式子中第一项化为仍 当m = 3时
,

注意 1吸
2
!(

。
}川 1

,
。 ,

其中L 。
(豹是关于咨的奇

函数
,

内 2与查无关因此有
:

{!
, L 。‘“’

·‘
。“Jd宜

一

}{;
: 。 ( : )

·:
一““+

J;
L。
‘一“,

·:
·

‘一“
, ”, 一 ‘一‘

, ”, “‘
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( ·

丁{
,

卜一
:

, , ·

) :

l
。;

}{{
1

丁{
: L 二‘“)

·:
。 ·: 2

“: 、,

!
、

·
!
·
!
。 ,
〔·:

。 ,
。。

总之
,

对m = 2和阴 = 3都有
:

!弓
‘“

了

{
(

·“。

军
〔·〕一‘

·
’
·

(
·““‘,“’‘。

一
日“ 2

‘
“
’
·

(3
.

5 )

此 的处理与几
,

的处理类似进行
·

引理证毕
·

推论 在引理的假设下我们有
:

l!
u。一 u ,

I}
;《 c h叫}“ 1!

。十 : ,

。 :日。 2

证 因 “。一“走S。 我们有
:

l
u , 一 u ,

l
“
== B (

u 。一 u , , u 、一 u ,
) = <u 一 u , , u , 一“, >

《
e h饥 l!u l{.

+ :
.

。: U 0 2

11“、一 u : l, :

由于卜}与卜} : 等价得 (3
.

6 )
,

证毕
.

定理 3
.

1 在引理 3
.

1 的假设下
,

我们有
:

E r
l
u一“。

!
。。

《
Ch仍 I}

“11.
+ 1 ,

。1 日。2

(m == 2
,

3 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

其中
E r
’
“一 “。

,
。 。
一

寿乙
〔}(

u 一。、
)

,

(
:
){

2 + }(。一
。、
)

,
(
二
) }

2

〕告

之(G 。

G 二 中点的总数是 N = O (h
一 “
)

.

证 由(2
.

1 0)我们有
:

(卜
u ,
): ‘占份

,
+ O (h

3

) 当 m == 2

(
u 一 u ,

)
, == 刀u 。

,
+ O (h

3

) 当 m = 2

(
u一 “,

): == (3舀
么
一 i )峥 + O (h

‘

) 当 m = 3

(
。一 u ,

)
, 二 (3刀

么
一 1 )

u沪 + O (h
4

) 当 m = 3

所有式子都在高斯点为 h‘
十 ‘

阶量
,

因为其中第一项化为 。
。

因此
:

E r
!卜

u ;
i
。 ,

《ch 饥
}}
“l。

+ 卜口 , 日场

由(2
.

7 )得
:

l肠(x
,

y ) {(
ch

一 ’
l
。
!1

.
e ,

屹S ,

再由 F r ie d r ie lis 不等式得
:

!肠 {《
c h

一 2

{
v
}o

,
e ,

对任意
。(5 .

令
v = “。一u,

,

则有
:

E r
}
“、一“,

}
。。

成
c
}
。。一 u ,

{
。

,

口I
U o Z

由(3
.

6 )得
:

E r
}
“、一 “,

!(
e h, }{“!!.

* , 口, 日。:

综合 (3
.

8 )和(3
.

1 1 )得
:

E r
lu 一“、l

口二簇 eh仍 }}u }}
。十 , .

0 1

日。
2 ; 证毕

-

引理 3
.

2 设 “ 是下式的解
:

一 (
a “二 + 加 ,

)
二
一 (b

。二 + c “,
)

, + q “== f 在口中

。= 0
,

在a口上
.

假定 S 是一条平行于 “ 轴并与剖分线重合的直线
,

则我们有
:

}B (。一
“; , ”

) }(
c h,

I
v
l卜l}

, 十 ,
.

。 ,
口。

:

对任意
”〔5 .

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

10 )

(3
.

1 1 )

(3
.

12 )

(3
.

1 3)
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IB (
。一 。, , : ,

) }= !<
u ‘ , v )。

, 匕j口:

+ 了尸, , ”)。 , ‘
_

, 口2

由(2
.

1 1)最后一项容易估计
:

}<左
。 , v > }成

eh叫
v
(}!
。
妞
。 , ,

对 掩二 1
,

2 有
:

<俨
, 。>叭 == 乙

口‘门
e , ; l《i《M

.

9 , 日口 2

了{
:

I{
: 〔一 , ”考+ “”‘; ”’

+ Q, 。‘。 + b(
。
霭
。, + 。考v ; )〕d雪d 刀

二乙吼 +I 乏
,

+I 已
,

+I 套+I 氮

其中 几
, ,

此
、

和雌
,

已在引理3
.

1中作过估计
·

我们先估犯
,

由单元合拼技巧 “ ’:

“ 一

丁{
,

丁{
,

斌咖抽

一

I{
,

丁{
: ”, ·; (L . (。)

·。。

+ : 。(; )·;
,

)
,、: 、。

一I{
,

{{
: L 。‘。,一 ‘”

了, ·‘+ 石! ·‘,
, “‘d ”

~ 主
(b

, ”考L 。
(, )。。

,

) ! d占
一 l

T.‘砂

+

+

I{
:

I{
: “, ·; L。“,

·;
。
刀“占d”

设 e ; 为与 e , 相邻的单元
,

如图 2 所示
:

当 , == 2 时
: ”; , = 〔。 : 一 v Z

一 (
。3
一。‘
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)由于 S 平行于 x 轴
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我 们 按 上述做法
,
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其中利用了以下事实
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其它各项处理方法类似
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其中 S 如引理 3
,

3 所述
.

注意 在本文基础上
,

对三角单元也可证明系数 间断方程的应力佳点定理
.
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